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Resumo 


O presente trabalho tem como objetivo estudar teorias que estendem o espaço-tempo 4- 
dimensional da Relatividade Geral a um espaço com uma dimensão a mais. Para isso, uma 
revisão da Relatividade Especial é feita no Capítulo 2, onde o conceito de espaço-tempo é 
introduzido. No Capítulo 3, é feita uma revisão da Relatividade Geral, construindo passo 
a passo o conceito de gravitação como curvatura do espaço-tempo. 

Duas teorias extra-dimensionais são abordadas. A primeira é a icônica teoria de 
Kaluza-Klein, estudada no Capítulo 4, que propõe a unificação entre a Relatividade Geral 
e a Teoria Eletromagnética, dando à dimensão extra uma interpretação ligada ao eletro- 
magnetismo. No Capítulo 5 é realizado um estudo da Teoria da Matéria Induzida, que 
interpreta a 5 a dimensão como estando associada à energia e ao momento da máteria do 
universo, ou seja, que atribui uma natureza geométrica à matéria. 
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Abstract 

This work aims to study theories that extend the General Relativity’s 4-dimensional space- 
time to a space with an extra dimension. To this goal, a review of Special Relativity is 
carried in Chapter 2, in which the concept of space-time is introduced. In Chapter 3, a 
review of General Relativity is done, in a step by step form, developing the concept of 
gravitation as space-time cnrvatnre. 

Two extra-dimensional theories are addressed. The ürst one is the iconic Kalnza- 
Klein theory, studied in Chapter 4, which proposes a unihcation of General Relativity 
and Electromagnetic Theory, giving an electromagnetic related interpretation to the extra 
dimension. In Chapter 5, a study of the Theory of Induced Matter is done. Such theory 
interprets the 5th dimension as linked to energy and momentum of matter in the universe, 
assigning a geometric nature to matter. 
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Capítulo 1 
Introdução 


A teoria da Relatividade Especial, concebida por Albert Einstein em 1905, apresentou uma 
estrutura unificada do espaço e do tempo, o espaço-tempo [I]. Da tri-dimensionalidade 
do espaço clássico de distâncias, e da unidimensionalidade do tempo, até então visto 
como apenas um parâmetro, o espaço-tempo surgiu como estrutura 4-dimensional (quadri- 
dimensional), que aconchegava a estrutura matemática das já consolidadas equações de 
Maxwell. 

Em 1915, Einstein deu um passo a mais, ao desenvolver a teoria da Relatividade Geral, 
uma extensão da Relatividade Especial para referenciais acelerados BEI- Ao considerar 
referenciais acelerados, ao espaço-tempo teve de ser associada uma possível curvatura, 
descrita por uma grandeza chamada de tensor métrico. Essa curvatura mostrou-se capaz 
de descrever o movimento de corpos sob efeitos gr avitacionais, pois previu-se que o espaço- 
tempo curvo gera uma equação de movimento que relaciona a velocidade de um corpo à 
própria geometria do espaço-tempo. 

Einstein propôs então uma equação de campo gravitacional em termos de quantidades 
associadas à curvatura do espaço-tempo, e propôs como fonte da equação a distribuição 
de energia e momento (e massa) do universo. No limite de um espaço-tempo pouco curvo, 
sua equação reduzia-se à equação de campo da gravitação Newtoniana. 

Em 1921, Theodor Kaluza |3] propôs tratar a Relatividade Geral em um espaço de 
cinco dimensões, do qual quatro dimensões equivaleriam às dimensões usuais de espaço- 
tempo, e a quinta dimensão seria um parâmetro livre. Kaluza associou a curvatura de 
seu espaço 5-dimensional (penta-dimensional) à curvatura do espaço 4D, a um campo 
escalar (necessário para consistência da teoria), e também ao potencial eletromagnético, 
conectando dessa forma a geometria de seu espaço extra-dimensional ao eletromagnetismo. 
Tomando uma aproximação para a curvatura do espaço chamada de condição do cilindro , 
a equação de Einstein nesse espaço de cinco dimensões sem matéria desacoplava-se em três 
equações: a equação de Einstein em 4 dimensões com energia e momento da matéria no 
universo 4D como fonte; a equação de Maxwell no vácuo, descrevendo o comportamento 
de um campo eletromagnético na ausência de corrente elétrica; e uma equação de Klein- 
Gordon para o campo escalar. Alem disso, a força sofrida por um corpo carregado em 
um campo eletromagnético (a força de Lorentz) foi obtida da equação de movimento 
nesse universo de 5 dimensões, desde que imposta uma associação da 5 a componente da 
velocidade com a carga elétrica do corpo. 

Em 1926, Oskar Klein [4] adicionou uma nova ideia na teoria de Kaluza, trazendo 
embasamento físico para a condição do cilindro que havia sido tomada. Inspirado em 
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ideias de Mecânica Quântica, Klein sugeriu que a 5 a dimensão fosse compactificada, i.e. 
que a 5 a coordenada tivesse uma topologia cilíndrica, com um diâmetro suficientemente 
pequeno para que a curvatura ao longo do diâmetro pudesse ser desprezada. Além disso, 
vislumbrando a existência de um tipo de matéria descrita por uma função de onda no 
espaço 5-dimensional, Klein obteve uma previsão da quantização da carga. Baseado no 
valor conhecido da carga fundamental e, estimou um diâmetro da ordem do comprimento 
de Planck para o 5 a dimensão. 

Já em 1992, P. S. Wesson [õj, [6] fez a extensão da Relatividade Geral a uma dimensão 
extra abdicando da compactificação e da condição do cilindro. Em sua Teoria da Matéria 
Induzida, ele associou a curvatura em 5D associada à curvatura 4D e a um campo escalar. 
Resolvendo a equação de Einstein em 5 dimensões no vácuo, recuperou uma equação de 
Einstein em 4 dimensões na presença de uma distribuição de energia e momento induzidas 
por quantidades associadas ao campo escalar e à curvatura 4D, antes desconsideradas 
devido à condição do cilindro. Com esse resultado, podemos interpretar o conteúdo de 
energia e momento no espaço-tempo 4D como uma propriedade geométrica de um espaço 
5-dimensional mais geral, induzida ao impôr a dinâmica da Relatividade Geral a esse 
espaço. 

Os conceitos aqui apresentados serão estudados em detalhe ao longo do texto. Uma 
revisão de Relatividade Especial será feita no Capítulo 2, e no Capítulo 3 será feita uma 
construção da teoria da Relatividade Geral. Com base nesses estudos, a teoria de Kaluza- 
Klein é a primeira das teorias extra-dimensionais a ser estudada, no Capítulo 3. A outra, 
Teoria da Matéria Induzida, é apresentada e explorada no Capítulo 4. As conclusões, no 
Capítulo 5, fecham as discussões abertas ao longo do texto. 



Capítulo 2 


Relatividade Especial: 

0 paradigma das 4 dimensões 

2.1 O Espaço-Tempo 

O conceito de espaço-tempo surgiu na teoria da Relatividade Especial (RE) como uma 
unificação dos conceitos de espaço e de tempo. Esses conceitos físicos eram explorados 
na física clássica de formas distintas, mas os princípios da RE implicaram em simetrias 
que evidenciaram a natureza equivalente das três dimensões de espaço e do tempo uni¬ 
dimensional (TJ. Assim, de um espaço tridimensional e do tempo, surgiu o espaço-tempo 
4-dimensional. 

No entanto, esse espaço-tempo 4-dimensional trazia a peculiaridade de possuir uma 
métrica não-Euclidiana. O intervalo invariante entre dois pontos do espaço-tempo é 

As 2 = c 2 At 2 - Ar 2 , (2.1) 

onde As 2 é o intervalo invariante, At é o intervalo de tempo entre os dois pontos, A ré a 
distância 3-dimensional e c é a velocidade da luz. Essa é a chamada métrica de Minkowski, 
e o espaço que possui essa métrica é o espaço de Minkowski, denominado Ai. 

Escolhendo-se uma base vetorial {e M , /u = 0,..., 3} C A4, podemos escrever qualquer 
elemento x E A4 do espaço de Minkowski como uma combinação linearQ x = x^e^. Nessa 
base, podemos nos referir ao elemento x apenas por suas componentes aJh Lembrando de 
que se trata do espaço-tempo, adotamos a convenção de que o índice p = 0 corresponde à 
coordenada temporal e os índices /jl— 1,2,3 correspondem a coordenada espaciais (sejam 
cartesianas, esféricas ou outras). Dessa forma, podemos escrever]^] 

= ( K x°,x 1 ') = (cAt, Ar). (2.2) 

Para definir o intervalo invariante nessa notação, precisamos definir o produto interno. 
Para isso, introduzimos os espaço dual Ai*, tal que um elemento y E Ai* aplicado sobre 
x E Ai resulta em um número real y(x). Já fixada a base {e M } E Ai, vamos agora tomar 
uma base {o/ 1 } G Ai* que satisfaça a relação (e„) = ójj. Nessa base, um elemento 

: A notação de Einstein para somatórios é sempre adotada na presença de índices repetidos. Os índices 
do alfabeto grego sempre correm de 0 a 3. 

2 Os índices do alfabeto latino sempre correm de 1 a 3. 
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y G Aí* é descrito como y = ou simplesmente y IJr Em termos de componentes, o 

produto interno fica 

y(x ) = y(x u e v ) = y^x v u^ (e„) = y^ô* = y^. (2.3) 


O produto interno se dá entre dois elementos do espaço de Minkowski Aí, por isso 
precisamos fazer uma correspondência entre elementos de Aí e Aí*. Fazemos isso através 
de uma função y : Aí —* Aí*, de forma que o produto interno entre x,y £ Aí é x ■ y — 
x*(y), onde x* = y(x). Pela linearidade do produto interno, y também é linear. 


Queremos reproduzir a eq. (2.1) em termos do produto interno. Para isso, dado 
um elemento aA, fazemos a associação x° = cAt e i 1 = A r l ,i = 1,2,3. Impondo que 
As 2 = x ■ x, temos que 


x^ 1 = (x°Y - V' ( x l ) 


1=1 


(2.4) 


Isso implica que o correspondente dual de aA = (x°,x 2 ) é dado por 


Xp = (x 0 ,Xi) = (x°, -x') = (cAí, -Ar) . 


(2.5) 


Podemos portanto associar a função rj com a matriz 

/I 0 0 0 \ 

0 -1 0 0 
r,IJM “00-10 ’ 

\0 0 0 -1/ 

com x^ = iy iu x v . Assim, dado um vetor x = seu respectivo vetor dual é 


( 2 . 6 ) 


x* = y (x) = rj (x^e^) = x^y (e M ) = y^bf. 


(2.7) 


Vemos que y (e M ) = y^oo". A matriz inversa y^ v tem as mesmas componentes (no espaço 
de Minkowski), e realiza a transformação x 11 = y^x^. A ação de g sobre a base dual é 
portanto y (cA) = y^e v . A grandeza y lw é chamada de tensor métrico, e define a métrica 
do espaço-tempo. Nesses termos, obtemos outra forma de escrever o intervalo invariante 

ds 2 = y /1 „dx fl dx lJ , (2.8) 


onde agora escrevemos um intervalo infinitesimal. Se o intervalo for positivo é chamado 
de tipo tempo , e se for negativo é chamado de tipo espaço. Dizemos que o tensor métrico 
y lw possui assinatura (+, —, —, —). 

Dados dois eventos - i.e. pontos do espaço-tempo - cujo intervalo entre eles é tipo 
tempo, existe um referencial em que a distância entre eles tem as componentes Ax M = 
(Ar, 0,0,0), e o intervalo As 2 se reduz ao quadrado do intervalo de tempo entre eles. 
Nesse caso definimos o intervalo de tempo próprio Ar como 

c 2 Ar 2 = As 2 , (2.9) 


e vemos que é uma quantidade invariante, i.e. independente do referencial em que se 
expressam as coordenadas. Portanto, em qualquer referencial, podemos expressar o tempo 
próprio como 


c 2 Ar 2 = y^Ax^Ax". 


(2.10) 
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Por outro lado, se o intervalo entre dois eventos é tipo espaço, em algum referencial em 
que a distância entre eles é Ai ' 1 = (0, Ar), e o intervalo invariante se reduz a 

As 2 = -Ar 2 . ( 2 . 11 ) 

Para uma partícula cuja 4-posição é x* 1 , definimos seu tempo próprio por c 2 r 2 = 
rj^x^x 1 '. Nesse caso, ré a componente temporal da 4-posição no referencial de repouso 
da partícula. 


2.2 Transformações de Lorentz 

A concepção do espaço-tempo foi motivada pela mistura entre as quantidades de tempo 
e espaço nas transformações de Lorentz (TL), que era responsável por implementar a 
troca de um referencial inercial a outro na RE. Uma troca entre referenciais inerciais 
movendo-se com velocidade v na direção x , um em relação ao outro, implica na seguinte 
transformação [TJ p. 45] 

ct' = 7 (ct - x^j , 

x 1 — 7 y—ct + x^j , 

y' = y, z' = z, (2.12) 

onde 7 = 1/yA — v 2 /c 2 é o fator de Lorentz. Lhna troca de variáveis define a rapidez 
0 = arctanh (v/c), a partir da qual a transformação pode ser escrita como 

ct' = cosh 0 ct — sinh 0 x, 
xJ — — sinh 0 ct + cosh 0 x, 

li = y , z' = z, 

ou, com x M = ( ct,x,y,z ), podemos escrever x'* 1 = h* l v x v , onde 

/ cosh 0 — sinh 0 0 0 \ 

_ — sinh 0 cosh 0 0 0 

v “ 0 0 10 

\ 0 0 0 1 / 

é a matriz da TL correspondente a um boost na direção x - i.e. uma troca de um referencial 
inercial a outro conectados através do parâmetro 0. Os boosts podem se dar também nas 
direções y e z. O conjunto de todas as TL possíveis são combinações de boosts nas 
três direções e as rotações no espaço tridimensional (que podem ser definidas por três 
parâmetros angulares). 

Sob a perspectiva do espaço de Minkowski como um espaço vetorial, as TL corres¬ 
pondem a trocas de coordenadas que preservam ângulos e mantêm intervalos invariantes. 
Portanto podemos escrever, em termos das componentes, 

As 2 = x^ = x/x'* 1 , (2-15) 

onde as componentes com ' indicam componentes após a transformação de Lorentz. Sa¬ 
bemos implementar a TL nas componentes do vetor x M através de uma matriz A0, (como 


(2.13) 


(2.14) 
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a da eq. (2.14)), mas nao sabemos como transformar as componentes do vetor dual x 




Se definirmos uma matriz de transformaçao (A*) para esse caso, temos 


x^x'^ = (A*)^ 0 A^pXaX 13 = x^ (2-16) 

e daí tiramos que 

(A%"A \ = (2.17) 

e, por fim, vemos que 

(A%"= (2.18) 

Ou seja, as componentes dos vetores duais transformam-se como a inversa da TL. Para 
simplificar a notação, chamamos a matriz (A*) ” apenas de A^, tomando cuidado com a 
ordem dos índices para que não seja confundida pela matriz A v . 

Em resumo, as TL são trocas puntuais de coordenadas do espaço-tempo cujas compo¬ 
nentes são transformadas de acordo com 


e que satisfazem 


x v N l v x v , 


Xf, -)• A”x u , 

(2.19) 

= *?• 

(2.20) 


As componentes x M de vetores são denominadas contravariantes , e as componentes 
Xp de vetores duais são denominadas covariantes , devido às suas leis de transformação. 
Quaisquer quantidades cujas componentes v M ou v M que sigam as mesmas leis de trans¬ 
formação que as coordenadas do espaço-tempo são chamadas de vetores. 

Além disso, quaisquer quantidades com componentes T^ 1 "^ M V1 Un cuja lei de trans¬ 
formação para cada índice seja a mesma que a lei de transformação de componentes de 
vetores, são chamadas de tensores. Por exemplo, se Uj,, [a, v — 0,..., 3, são componentes 
de um tensor em um referencial, ao aplicar uma transformação de Lorentz as componentes 
desse tensor ficam 


T% = A a „A/n. (2.21) 

Assim, a transformação de um tensor com n índices envolve a multiplicação por n matrizes 
de Lorentz, dos tipos AQ ou A ", a depender se o índice que a matriz transforma é 
covariante ou contravariante. Um tensor de n índices é dito de ordem n. 

Dado um tensor T M1 - W , podemos definir sua parte simetrizada, impondo simetria de 
permutação dos índices: 

ji^i-hn) — jipOA-pOn) 
p&P N 

onde Pn é o grupo de permutações de N elementos. A antissimetrização do tensor 1 -^ N 
é deünida como 

rp\p.í-..p.N] — E a(p)T p ^- p ^ N \ ( 2 . 23 ) 

pePjv 

onde a(p) é o sinal da permutação p. As mesmas definições podem ser aplicadas para 
índices covariantes, e podem ser aplicadas para apenas parte dos índices de um tensor. 

Por serem trocas de coordenadas, as TL mantém os vetores invariantes, i.e. 

rp - - rpf d 

•Aj tÀj O fj^ %aj O ^ • 



(2.24) 
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Daí podemos tirar que a lei de transformação da base {e /; } é a mesma das componentes 
covariantes: 




(2.25) 


Similarmente, os vetores duais mantêm-se invariantes 


y = y ,y = y^i 


(2.26) 


portanto a lei de transformaçao da base {o; M } é igual à das componentes contravariantes, 
ou seja, 

uA A^uA. (2.27) 

Como o intervalo As 2 é invariante frente a transformações de Lorentz, o tempo próprio 


Ar definido na eq. (2.9) também é um invariante - i.e. uma quantidade escalar. 


O movimento de nm corpo é descrito como uma curva no espaço-tempo, chamada 
linha de mundo. Parametrizando essa trajetória pelo tempo próprio r do corpo, podemos 
definir sua 4-velocidade (quadri-velocidade) como 


tA(r) = 


daA 

dr 


O)- 


(2.28) 


Para relacioná-la com a velocidade em 3 dimensões, notamos que 


c 2 dr 2 = rj^dx^dx" = c 2 dt 2 - ^ (A ) 2 dt 2 = ^ dt 2 , 


i— 1 


T 


(2.29) 


onde v l sao as componentes da velocidade em 3 dimensões. Portanto dt/dr = 7 . Aí, 
utilizando a regra da cadeia, temos 


u» = 


dt drzA 
dr dí 


= 7 (C v) 


(2.30) 


A norma da velocidade é 


u^ = c 2 . 


(2.31) 


Podemos definir o momento em 4-dimensoes de um corpo de massa m como [U p. 109] 


p M = rriv/ 1 = 7 (mc, mv). 


(2.32) 


Da Relatividade Especial, definimos o momento relativístico em 3 dimensões como p = 
7 ? 7 in e a energia relativística como E = 7771 c 2 , de forma que o 4-momento fica 


= (E/c,p) 


(2.33) 


Por sua definição na eq. (2.32), sua norma é 


pfjf' = ?n 2 c 2 . 


(2.34) 
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2.3 Eletromagnetismo 


A teoria eletromagnética clássica tratava-se de explicar as forças elétricas e magnéticas 
sofridas por partículas. A explicação era feita baseando-se na atribuição de uma carga 
elétrica q para partículas (ou uma densidade de cargas p(r) para uma distribuição de 
matéria) e na existência de um campo elétrico E(r,t ) e um campo magnético B(r,t ) 
responsáveis por mediar as forças do eletromagnetismo. 

Dada a configuração dos campos, o movimento de uma partícula de massa m e carga 
q é mediado pelos campos através da força de Lorentz: 

rn ^ = q (^Ê + v x B j , (2.35) 

onde v é a velocidade da partícula. E dadas uma distribuição de carga elétrica p e 
uma densidade de corrente elétrica j = pv, as equações de Maxwell são responsáveis por 
descrever a dinâmica dos campos elétrico e magnéticcj^J 

*- Ê =í = «■ 

dB 

V • B =0, V x Ê + — = 0, (2.36) 

onde eo/io = l/c 2 . E interessante notar que as equações da linha de cima apresentam fontes 
e as da linha de baixo são apenas identidades dos campos. Devido a essas identidades, 
podemos defini-los em termos de quantidades chamadas potenciais, como 


Ê = -V<t>- 


ÕÃ 

~di 


B = V x Ã, 


(2.37) 


onde (j) é o potencial escalar e A é o potencial vetorial. Com essas definições, as equações 
de Maxwell da linha de baixo são automaticamente satisfeitas. 

A formulação do eletromagnetismo na Relatividade Especial se dá de forma bastante 
natural. Para que as equações de Maxwell mantenham-se da mesma forma frente a uma 
transformação de Lorentz, é necessário que os campos elétrico e magnético transformem- 
se como se fossem componentes de um tensor. Esse tensor é chamado de tensor de campo 
eletromagnético e é definido como m p- 74 ] 


/ o 

E x /c 

Ey/C 

E z /c\ 

-E x /c 

0 

-B z 

By 

-Ey/c 

B z 

0 

-B x 

\-E z /c 

— By 

B x 

o / 


(2.38) 


Essa estrutura fica mais evidente com a definição do 4-potencial elétrico em termos dos 
potenciais escalar e vetorial. A definição 

A» = (<t>/c,Ã), (2.39) 


e a partir do 4-potencial pode-se definir o tensor de campo eletromagnético como 


I\nj d[iA u d u A 


3 As equações estão escritas em unidades do Sistema Internacional. 


(2.40) 
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onde definimos d^ = d/dx fJ ’. 

Dada uma distribuição de matéria carregada eletricamente, podemos descrever seu 
movimento através de um campo de 4-velocidades u^(x). Assim, dado um ponto x M = 
(cí, x) da distribuição, existe um referencial onde as cargas que compõem a distribuição 
estão em repouso em x, no instante f, i.e. a 4-velocidade que descreve a distribuição de 
carga nesse ponto do espaço-tempo é u^{;x) = (c,0). Nesse referencial a densidade de 
carga elétrica po(x) é chamada de densidade própria, e é uma quantidade escalar (assim 
como tempo próprio e massa de repouso). O vetor de densidade de corrente elétrica em 4 
dimensões, ou 4-corrente, é então definido como = pou No referencial de repouso, suas 
componentes são j' J ' = (p 0 c, 0), mas para um referencial arbitrário, define-se a densidade 
de carga relativistica como p = qp 0 e a densidade de corrente relativística como j = 7 p 0 u. 
Conhecendo as componentes da 4-velocidade pela eq. (2.30), as componentes da 4-corrente 
ficam 

f = (pc,3. )• (2.41) 


Essa quantidade é a nova fonte do campo eletromagnético, agora em uma formulação em 
4 dimensões. 


As equações de Maxwell com fontes podem ser reescritas em termos do tensor de campo 
e da 4-corrente. As duas equações - uma escalar e outra vetorial - se unem em uma só 
escalar de 4 componentes vetoriais. Isso mostra como a formulação do eletromagnetismo 
em 4 dimensões simplifica a teoria. A equação resultante é 


d a F a ? = p 0 f. 


(2.42) 


Apesar das equações de Maxwell homogêneas já serem satisfeitas pela definição do 
tensor de campo em termos do 4-potencial (eq. (2.40)), podemos reescrevê-las em termos 
do tensor de campo eletromagnético. A equação equivalente é 


+ d t ,F u x + d u F\ fl — 0, (2.43) 

ou, levando em conta que 2F )ll/ = F^ u — F„ /t (pois o tensor de campo eletromagnético é 
antissimétrico), podemos escrever em termos da antissimetrização dos índices 


d [x F, u] = 0. 


(2.44) 


Essa simetria do tensor de campo é chamada de identidade de Bianchi. 


A força de Lorentz (eq. (2.35)) também pode ser reescrita em termos de quantidades 4- 
dimensionais. No entanto, ao invés de utilizarmos a velocidade em três dimensões, vamos 
escrever a equação em termos da 4-velocidade. Além disso, a derivada temporal deve 
ser em relação ao tempo próprio - uma quantidade escalar -, para conservar o caráter 
vetorial da equação. Também por isso, admitimos que a equação tenha uma componente 
(a componente temporal) ao fazermos as associações v —» u M , t —> r e escrevermos os 
campos elétrico e magnético em termos do tensor de campo. A massa e a carga mantêm- 
se como estão. O resultado é 

dlln = q F a puP. (2.45) 


m- 


dr 


As componentes espaciais dessa equação recaem em uma igualdade com a eq. (2.35) 
apenas no limite de baixas velocidades do corpo que sofre a força, pois d/dr = qd/d t. 


Se quisermos escrever a força de Lorentz sobre uma distribuição contínua de matéria 
carregada eletricamente, devemos tratar a 4-velocidade como um campo vetorial, e de¬ 
vemos substituir as quantidades m e q por densidades de massa e de carga. Definindo a 
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4-corrente como na eq. (2.41), podemos fazer a substituição qu M —>• (passando de carga 

para densidade de carga), e da mesma forma, podemos transformar rmF —> V'\ onde 


é um vetor de densidade de 4-momento. Assim, a eq. (2.45) pode ser reescrita como 

dV, 


dr 


= F aP f, 


(2.46) 


onde agora a equaçao representa a densidade de força sobre a distribuição de matéria. 


2.3.1 Tensor de energia e momento 

Levando em conta que a 4-corrente serve como fonte de campo eletromagnético, podemos 
reescrever a densidade força de Lorentz apenas em termos do tensor de campo eletromag¬ 
nético. O objetivo é ser capaz de descrever a densidade de força como a derivada de uma 
quantidade que dependa apenas dos campos - i.e. em termos de um potencial. Assim, 


usando a eq. (2.42), temos 

dV a 


dr fi 0 


= -F aP d x F^ 


= - [dx (F aP F^) - Õ x F a pF Xfi ] , 
IM) 


(2.47) 


onde usamos a regra do produto para obter a segunda linha. O último termo pode ser 
reescrito explorando a antissimetria do tensor de campo 


d x F ap F x P =- (d x F a g - d p F aX ) F x í* 
= \ {d x F a p + dpFxa) F Xf) . 


(2.48) 


Utilizando a identidade de Bianchi para o tensor de campo (eq. (2.43)), podemos substi¬ 
tuir as duas derivadas por uma só, obtendo 


d x F a0 F xp = -\d n F ax F x P. 


a-r/3 AJ 


(2.49) 


Agora vemos que podemos trocar as posiçoes dos índices (entre covariante e contravari- 
ante) na contração: 


daFpxFW =rf pX rff*d a F fix F„ 
=d a F^ p F n , 


(2.50) 


então, se dividirmos a eq. (2.49) na soma de dois termos iguais e trocarmos as posiçoes 
dos índices, temos 


d x F a pF x P = - - A d a Fp X F x P - U a F^ x F 


\0 


= - (FsxF^) = G (Ff,,F^) 


(2.51) 


Substituindo esse resultado de volta na eq. fl2Ã7l ) , temos 
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ou ainda, utilizando a métrica para obter as componentes contravariantes da equaçao, 

dV a 


dr 


= - ÕsT a 


onde 


T ap = j- (V“ A F A/3 + ^rj^F^F^ 


(2.53) 


(2.54) 


é o tensor de energia e momento do campo eletromagnético. 

As componentes do tensor de energia e momento podem ser escritas em termos das 
quantidades 3-dimensionais da formulação clássica da eletrodinâmica, a partir das quais 
pode-se entender o significado físico desse tensor. A componente puramente temporal é 
T 00 = u, onde ué a densidade de energia do campo eletromagnética, dada por 


“ - 1 £2 + ^ 


1 


(2.55) 


com 


E 2 = Ef e B 2 = Y^í=i Bj- Para i = 1,2, 3, temos também T°* = Si/c, onde 


5 = —E x B 
IMi 


(2.56) 


é o vetor de Poynting, que é a densidade de momento carregada pelo campo eletromag¬ 
nético. Por fim, as componentes espaciais do tensor de energia e momento equivalem ao 
tensor de stress do campo eletromagnético, T*- 7 = cP 7 , onde 


cr*- 7 = e 0 EtEj + —BiBj - uStj. 
Po 


(2.57) 


Olhando para a eq. (2.53), podemos obter outra informação sobre T Q/3 . Abrindo a 
derivada em relação ao tempo próprio em termos de derivadas no espaço-tempo, utilizando 
a regra da cadeia, temos 

dV° dx 13 dT a P 

Dessa forma, a equação manifesta um balanço de energia e momento entre a distribuição 
de matéria que sofre a força eletromagnética, representada pelo primeiro termo, e o próprio 
campo eletromagnético, representado pelo segundo termo. Podemos então fazer uma outra 
interpretação do tensor de energia e momento: a componente do tensor indica o fluxo 
da componente V M da densidade de 4-momento na direção x u do espaço-tempo. 
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Capítulo 3 


Relatividade Geral: 

A gravitação geométrica 

3.1 Princípio da Equivalência 

A partir do espaço-tempo construído na RE, visto de referenciais inerciais, Albert Einstein 
visualizou uma forma de descrever referenciais acelerados, com uma generalização que 
acabou também por descrever naturalmente a gravitação em termos geométricos. 

Einstein notou que um corpo em queda livre em um campo gravitacional não sente 
em si uma força, apesar de estar em movimento acelerado em relação a outro referencial 
que não esteja em queda livre. Se no referencial desse corpo em queda livre não há forças, 
para todos os efeitos esse referencial é inercial aos olhos da RE. Podemos tratá-lo como 
viemos tratando até então. De nosso interesse, temos que a métrica do espaço-tempo 
nesse referencial é a métrica de Minkowski. 

E importante notar, no entanto, que esse referencial é inercial apenas localmente. Por 
exemplo, tome dois objetos separados a uma certa distância, em queda livre devido a 
um mesmo campo gravitacional. No referencial de um deles, o outro objeto desloca-se na 
direção do primeiro. Isso evidencia um efeito gravitacional sobre o movimento do segundo 
objeto, visto do referencial do primeiro. 

Assim, se um corpo está em queda livre, apenas na sua própria posição é que podemos 
afirmar que a métrica do espaço-tempo é a métrica de Minkowski. Quanto a posições mais 
distantes, devemos permitir que possuam métricas distintas. Assim, paramos de tratar o 
espaço-tempo como algo uniforme, associando a cada elemento x M uma métrica g a g (x IJ ) 
diferente. Para garantir que o espaço-tempo tenha métrica de Minkowski localmente, 
supondo que o ponto onde associamos à queda livre é y tomamos 

= Vap, (3.1) 

e ainda impomos que 

dxgoAtn = o, (3.2) 

para que, numa região suficientemente pequena, o espaço-tempo pareça plano. 

Essa generalização do espaço-tempo permite que ele possua uma curvatura, marcada 
pela variação da métrica [lj. A permissão da variação da métrica implica que o tensor 
métrico seja tratado como um campo tensorial sobre o espaço-tempo. A nova definição 
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do produto interno fica 


ds 2 (x) = g fiu (x)dx fl dx u , 


(3.3) 


a partir da qual podemos tomar a liberdade de impor que g tJiIJ seja simétrico frente à troca 
entre índices. 

O tempo próprio r pode ser definido no espaço-tempo curvo de maneira análoga à sua 
definição no espaço-tempo de Minkowski (eq. (2.10)), como 

c 2 dr 2 = g /ll/ dx tl dx u . (3.4) 

Tomamos como referencial Devido à existência de um referencial onde, localmente, g IÍV = 
r] fiu , dizemos que g^ v possui assinatura (+, —, —, —). 

Um corpo em queda livre, portanto, possui a seguinte equação de movimento em seu 
referencial de repouso: 


du^ 

dr 


= 0 , 


(3.5) 


onde vA = dy^/dr é sua velocidade, ré o tempo próprio do corpo e t/ 1 * é sua posição 
nesse referencial. Podemos a partir daí fazer o exercício de reescrever essa equação de 
um outro referencial qualquer, como por exemplo aquele do qual o corpo parece estar em 
queda livre. Para isso, vamos realizar uma transformação com as mesmas propriedades 
das TL (eqs. (2.19) e (2.20)), mas com a peculiaridade de ser função da posição. Ou 
seja, para cada posição x 1 ' vamos implementar uma transformação de Lorentz diferente 
p“g(aU), variando de forma contínua em cada ponto do espaço-tempo. As equações (2.19) 
e (2.20) ficam, nesse caso, 


aU — yp^ u {x x )x v 


(3.6) 


= 8 °, 


P/3 

A transformação de um tensor de ordem 2 de componentes TÇ agora é 

TÇ T"p = 

Assim, vamos relacionar a posição do corpo em seu referencial de repouso com sua posição 
em outro referencial na forma y M = p tl v {x)x v , ou ainda 


(3.7) 

(3.8) 


dv^ 


(3.9) 


onde reconhecemos que p tl v = dy tl jdx v . Notando que a velocidade transforma-se 
como as coordenadas y^, também temos que = p >M l/ v v , onde v v são as coordenadas da 
velocidade no novo referencial. Vamos calcular a forma que a eq. (3.5) assume em termos 
de aU e v 


d 

° “ dr 


dy^ 

dx v 


v = 


d dy M 
dr dx v 


v u + 


dy M dv v 
dx y dr ’ 


(3.10) 


e abrindo a derivada da transformação em relaçao a r com uma regra da cadeia, temos 

0 d 2 p M dx A v dy M dv 1 ' 

dx x dx v dr dx v dr 
fRn.V . Fh,» (\n v 

(3.11) 


dx x dx v 


u V + 


dx v dr 
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Agora que já reescrevemos a eq. (3.5) em termos de variáveis de um referencial arbitrário, 


ainda vamos transformar essa equaçao do referencial de queda livre para o referencial 


em questão. A relação inversa é, lembrando da eq. (2.20), x v = p^y^- Dessa relaçao 


podemos reconhecer que p ” = dx u /dy^, e assim podemos aplicar a transformaçao sobre 


(3.11): 


0 = 


dx a d 2 y M 
dyv dx x dx l 


\ dx a dy M dth 

-v v + 


dy 11 dx v dr ’ 


e finalmente obtemos 


0 = 


dx a d 2 y' 1 \ dv a 

-v v + 


(3.12) 


(3.13) 


dyv dx x dx v dr 

Vemos que um novo termo surge na equação de movimento do corpo, proporcional ao 
quadrado de sua velocidade e a uma função da transformação realizada. O termo que 
depende da transformação é chamado de conexão , e é simbolizado por 


■pQ! _ 

1 X v — 


dx a d 2 if 


dyv dx x dx v 


(3.14) 


Nesses termos, a equaçao de movimento fica 

du° 


dr 


r V>V = o. 


(3.15) 


Essa equaçao é chamada de geodésica. Esse resultado está de acordo com a motivaçao 
inicial de incorporar a gravitação através de trocas de coordenadas, pois no novo referencial 


vemos surgir uma força descrita pela conexão T a Al/ , definida na eq. (3.14). Resta saber se 


sabemos ligar esse termo com a gravitaçao conhecida pré-relativisticamente. 


3.1.1 A conexão em termos da métrica 

A conexão pode ser expressa em termos da métrica do espaço-tempo. Para obter essa re¬ 
lação, vamos analisar como a conexão transforma.-se frente a troca de referenciais. Vamos 
propor uma transformação da forma 


ar ->■ x* = pr x* 1 = 


dx^ 


_ nor 

dx* ’ 


com a inversa 


,. u d xtl 
x M = pdtx^ = —— 7 x m 


(3.16) 


(3.17) 


Qxfi' ■ 

onde passamos a identificar as componentes transformadas com linhas nos índices. Vamos 
avaliar o efeito dessa transformação sobre as componentes da conexão. Pela definição 

dy c 


(3.14) da conexão, sua lei de transformaçao é 


P A — 




dx x ' d 2 y a 
dy a dx ll 'x' 


7 =P A 


A' dxX „ M d 


dy aPf1 ' dx 11 


Pv 


dx h 


\> p. u dx d V a , A' fi dpj dx x dy° 
p AÍVZV Qya dx »dx v + P xP > l ' dx» dy a dx " 

= p x '\pJ?pJ r À Miy + p^p^dtjjJ s x , 


(3.18) 
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onde usamos que d p = d/dx p na última linha. E reconhecemos a componente não trans¬ 
formada da conexão. Podemos reescrever o último termo, que envolve uma derivada de 
pjf, em termos de uma derivada segunda de x v . A componente transformada da conexão 
fica 


r A' _ A' n uyX , X' ° X 
1 p,'u' - P xPp' Pu' 1 pu+P X Q X IJ>Q X U> 


(3.19) 


onde também já simplificamos a expressão contraindo o índice v da delta õ x . 
Vamos definir a conexão com todos os índices covariantes 

^A pu = 9xp^ P \ivi 


(3.20) 


e obter sua lei de transformação. Para isso, precisamos saber como a métrica se trans¬ 
forma. Podemos deduzir a lei de transformação da métrica partir da invariância do pro¬ 
duto interno: 

(3.21) 

(3.22) 


g IM/ x lt x v = g t xu'P ll 'iKx ll x 1 ', 


de onde temos que 
Analogamente, da expressão 


9p'u’ P^ Pu' 9pu- 


g^x^Xv = cf - p^PAx^Xu, 
obtemos a lei de transformação para a métrica com índices contravariantes: 


= p^yy u - 


(3.23) 


(3.24) 


Assim, a transformaçao de T X p U = 9xp^ p p V fica 
E\'n'u' =g\' P 'T p , V ' 


= P\'Pp9\a {ié' p p p pÉT p iw + //' 


d 2 x p 
p dx p 'dx v ' 


= Px'Pp' Pu'T A „„ + Pw9\p dx / dx u 


d 2 x p 


(3.25) 


onde usamos que p p p p p ' a = S p (eq. (3.7)). Como resultado, vemos que a lei de transfor¬ 
mação não exatamente a de um tensor, devido ao último termcQ 

Vamos utilizar essa propriedade para relacionar a conexão com a métrica. Para isso, 
vamos obter a lei de transformação da derivada da métrica: 


dx'9p/u' = Pydx {pÉpJgpv) 


= Px> Pj'Pu' d x9pu + p x , pjf d x pj9pu + Pu PÉ d \Pf 9^ 

d 2 x p 


= PxjP^Pv' d xgpv + 9p,u ( pjt 


d 2 x v 


p ' dx x> dx v ' + P”' dx x 'dxE 


(3.26) 


Essa transformaçao assemelha-se à da conexão, apresentando termos de derivada da trans¬ 
formação. De fato, podemos encontrar uma quantidade cuja transformação é idêntica à 


1 A lei de transformação de um tensor envolve um termo p de transformação para cada índice do tensor, 


como exemplificado na eq. (3.8). Portanto, V Xpl , seria um tensor se sua transformação envolvesse apenas 
o primeiro dos termos obtidos na eq. (3.251. 
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da conexão. Essa quantidade, denominada símbolo de Christoffel, é definida como [TJ 

p. 206] 

{am4 = \ + d^x + d u gxn ). (3.27) 


Para obter a lei de transformação do símbolo de Christoffel, podemos somar e subtrair a 
lei de transformação da derivada da métrica (eq. (3.26)) permutando adequadamente os 
índices. Temos 


2 n'v's — — d\'g^v' + dfj.tg^iy + d v igx'fj.> 


= - Pa'P/ pjdxg^v - g»u (pjf + V, 


d 2 x v 


d 2 x p 


p ' dx x ' dx v ' l/ dx x ' dx^' 

d 2 x p „ d 2 x x \ 


+ PxPfrMg* + 9x, (p* ã777 + p "' ôTãT 7 j 

X u v r 1 u ( <9 2 aT 9 2 X X 

= Px> Pu' Pw 2 (A^} + Pu' -/V õTvõTT 7 + ■ 


+ P„/ -.9/p 


d 2 x p 


7 + 9a. 


' dx x 'dx v ' p dx x 'dx v ' 

d 2 x x 


dx x 'dx^' dx x 'dx v ' 


+ Pa' 9^a 


<9 2 aú 


d 2 x p 


' dxC ch"' cbcC dx u 


(3.28) 


onde juntamos os termos que compõem {^„} e agrupamos os termos restantes de forma 
a organizar a expressão. Podemos reescrever a expressão dentro dos últimos parênteses 
trocando o índice mudo g do último termo para u, obtendo o seguinte: 

d 2 x v d 2 x p d 2 x p d 2 x p 

9uX dx^' dx v ' 9p,x dx^' dx v ' 9 ' pX dx^' dx v ' 9px dx^' dx v ' 

c)^ oc^ 

= 29 px dx^dx v '' ^ 3 ' 29 ^ 

Fazendo isso com as expressões dentro dos outros parênteses, vemos que essas se anulam, 
devido à diferença de sinal entre o par de termos que compõe cada expressão. Assim, 
podemos escrever a lei de transformação do símbolo de Christoffel como 


{a>v} = PyPgPv' {a,,} + Px X g\ P 


d 2 x p 
dx pl dx v ' 


(3.30) 


Comparando essa expressão com a eq. (3.25), vemos que a conexão e o símbolo de 


Christoffel possuem exatamente a mesma lei de transformação. Para ambas quantidades, 
conexão e símbolo de Christoffel, suas leis de transformação trazem um termo envolvendo 
as quantidades não transformadas, e um segundo termo idêntico para as duas. Nem a 
conexão, nem o símbolo de Christoffel, transformam-se como tensores, devido a presença 
desse último termo. No entanto, podemos calcular a lei de transformação da diferença 
Ta/^ — {A/píp} , subtraindo uma lei de tranformação da outra, e obtemos 


^-'x'n’u' {a 'h'u'} Px'Pp’Pv' O-'X/j,v {a/pí'})) 


(3.31) 


onde vemos o último termo das transformações originais ser cancelado. Assim, sobra 
apenas a parte da transformação que tem exatamente a forma da transformação de um 























CAPÍTULO 3. RELATIVIDADE GERAL: 

28 A GRAVITAÇAO GEOMÉTRICA 

tensor. Concluímos, portanto, que a diferença entre a conexão e o símbolo de Christoffel 
é de fato um tensor. 


Esse resultado traz luz à tentativa de encontrar uma relação entre as duas quantidades. 
No referencial de queda livre, cuja existência é garantida pelo Princípio da Equivalência, 
a descrição do movimento de um corpo é dada pela equação (3.5). Comparando com 
a equação de movimento em um referencial arbitrário, que é a própria geodésica (eq. 
(3.15)), concluímos que, no referencial de queda livre, as componentes da conexão são 
nulas. Além disso, como supomos que, localmente, a métrica do referencial de queda livre 
é a métrica de Minkowski r ] liv , e sua variação é nula (eq. (3.2)), temos que o símbolo 
de Christoffel, por sua definição (3.27), é nulo. Assim, no referencial de queda livre, a 
diferença entre a conexão e o símbolo de Christoffel é nula: — {a/^} QL = 0. Mas, 

como sabemos que essa diferença possui a lei de transformação de um tensor, dada pela 
eq. (3.31), que envolve apenas um produto da diferença não transformada (que no QL 
é nula) pelos coeficientes p da transformação, temos por garantia que em qualquer outro 
referencial a diferença continua sendo nula. Basta escrever qualquer referencial a partir 
de uma transformação do referencial de queda livre. Assim, sabemos que, em qualquer 
referencial, a conexão e o símbolo de Christoffel possuem as mesmas componentes: 


R Xfiu • 


(3.32) 


Dessa forma, temos uma expressão para a conexão em termos da métrica do espaço-tempo: 


g ~b CeíA//) ■ 


(3.33) 


Para obter a conexão com o primeiro índice contravariante, que é forma como obtemos a 
conexão na eq. (3.14), fazemos T x ^ w = g Xp T pfiu . Com isso também obtemos uma expressão 
para T x em termos da métrica: 


r V = 2 gXP dp9píU + d]l9vp + du9pp) 


(3.34) 


Vemos que o Princípio da Equivalência levou-nos a uma equivalência entre uma quantidade 
associada a troca de coordenadas (a conexão) e uma quantidade associada à variação da 
métrica (o símbolo de Christoffel). Por esse resultado, é comum referir-se à conexão como 
símbolo de Christoffel, e vice-versa. 


3.1.2 A métrica como potencial gravitacional 


Para que a equação da geodésica (3.15) seja de fato uma equação de movimento contendo 
efeitos gravitacionais, precisamos garantir que ela esteja de acordo com a gravitação de 
Newton. 


Para um corpo de massa inercial rrij, massa gravitacional m C ; e velocidade v imersa 
em um campo gravitacional a gravitação Newtoniana prevê a seguinte equação de 

movimento 

dn -> 

m/— = mcV0 (x ). (3.35) 

Cl L 

A primeira coisa que vamos assumir é o Princípio da Equivalência posto de outra forma: as 
massas inercial e gravitacional são fundamentalmente idênticas. Dessa forma, a equação 
de movimento perde qualquer informação dinâmica intrínseca do corpo em movimento. 
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Vamos agora propôr uma forma para a métrica do espaço-tempo, buscando expres¬ 
sar sua forma no limite não-relativístico. Primeiro vamos supor que ela seja um desvio 
pequeno em relação à métrica de Minkowski rj lw : 

g P v = ■ (3.36) 

Para que g p \g Xu = ô”, é preciso que, em primeira ordem em tenhamos 

g lw = rf v - bT. (3.37) 


Como buscamos um limite não-relativístico, buscamos uma expressão no regime em que 
a velocidade da luz c é um parâmetro muito grande em comparação com os outros. Como 
a variável temporal x° = ct relaciona tempo ao espaço através dessa constante, vamos 
também supor que a métrica seja estática, i.e. dog^ = 0. Além disso, vamos buscar 
obter a equação de movimento de uma partícula em repouso, com 4-velocidade dada por 
u p = (c, 0,0,0). Não esperamos que o resultado seja muito diferente para partículas 
em movimento com velocidades não relativísticas, i.e. muito menores do que c. Com a 
partícula em repouso, seu tempo próprio e a coordenada temporal coincidem: t — r. 

Com essas aproximações, as componentes espaciais (índices i = 1,2,3) da equação da 
geodésica reduzem-se a 

cl V^ 

—+ r oo c 2 = 0. (3.38) 

Calculando as componentes da conexão, temos 

r* 00 = 2 ^ lp dp9oo + d 0 go P + d 0 g p o ) 

= {v lp ~ hlp ) d P (.Voo + Ko) 

= -ô lp dphoo = ^<9i^oo• (3.39) 

Inserindo na equação da geodésica, temos 


du* 

dí 


1 

2 


c 2 dih 00 = 


0. 


(3.40) 


Comparando com a eq. (3.35), concluímos que a métrica e o potencial gravitacional estão 
relacionados 

20 


^-oo — ~w- 
<r 


(3.41) 


Isso mostra que podemos descrever a gravitação como efeito de curvatura do espaço- 
tempo se associarmos a métrica do espaço ao potencial gravitacional. Eventualmente 
precisamos obter uma equação que governe a evolução do campo gravitacional. A equação 
obtida será a equação de Einstein, que governa a evolução da métrica do espaço-tempo. 


3.2 Derivada Covariante 

Agora que permitimos que diferentes pontos do espaço-tempo possuam métricas diferen¬ 
tes, podemos descrever a curvatura desse espaço. Obtivemos os resultados anteriores 
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aplicando, sobre o referencial de queda livre, uma transformação dependente da posi¬ 
ção. Por consequência, isso implica em uma base vetorial diferente para cada ponto do 
espaço-tempo. 

Assim, para cada ponto x G Aí do espaço-tempo, as componentes v 11 de um campo 
vetorial (contravariante) v representam o vetor v(x) na base da coordenada em questão, 
i.e. 

v(x) = (x) (x ), (3.42) 

onde e M (x) são os vetores de base no ponto x e v M (x) são as componentes de v(x) escrito 
em termos dessa base. 

A variação de um campo vetorial portanto não se dá somente através da variação de 
suas componentes, mas também da variação da base vetorial. Fazendo uma translação 
infinitesimal x —> x + e, temos 

v(x + e) = (x + e) e M (x + e) 

= (x) (x) + e a d a v M (x) (x) + e a v tl (x) d a e M (x) . (3.43) 

A variação da base (e M (x)}, dada pelos elementos <9 a e M (x), pode ser escrita como uma 
combinação linear da própria base. Se chamarmos os coeficientes da combinação de 
G x afl (x) temos 

(x) = G x afl (x) e\ (x), (3.44) 

então a variação de v(x) pode ser escrita como 

v (x + e) = (u M (x) + é^daiA (x) + e a G fl aX (x) v x ) (x). (3.45) 

Assim podemos definir a real variação do campo vetorial v(x) através da derivada cova- 
riante, dada no ponto x pelas componentes 

\7 a v» = d a v^ + G\ x v x . (3.46) 


Voltando a analisar o referencial de queda livre, onde localmente a métrica do espaço- 
tempo é a métrica de Minkowski, temos a eq. (3.5) que descreve a velocidade da partícula. 
Podemos definir a velocidade u M como um campo vetorial definido sobre toda a trajetória 
do corpo no espaço-tempo. Se a trajetória é parametrizada pelo tempo próprio r, então 
podemos também parametrizar a velocidade como 


vT (r) = vT (x u (t)) = —— (r). (3.47) 

dr 

Para verificar como fica a derivada da velocidade, fazemos uma variação infinitesimal no 
tempo próprio r —* r + e, e temos 

/ dx^ \ 

vÉ (r + e) = vT ( x v (r + e)) = vT í x u (r) + e—— (r) j . (3.48) 

Agora utilizamos a derivada covariante de u para expressar essa variação: 

( \x° L 

uÉ (r + e) = uv (r) + e—— (r) (r). 

dr 


(3.49) 
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Assim vemos que a variaçao da velocidade em relaçao ao tempo próprio é 


dx° 

dr 


= 


dx a 

dr 

dtC 

dr 


(0««" + <?>*) 




Q!., À 


(3.50) 


Para o corpo em queda livre, dtC/dr = 0, portanto nesse caso temos G^ aX = 0. Mas 
nesse caso a conexão r /, f(A também é nula. Vemos que a equação acima assemelha-se à 


eq. (3.15), do movimento de um corpo em um referencial arbitrário. Comparando as eqs. 


(3.5) e (3.15) (referentes ao referencial de queda livre e a um referencial arbitrário), vemos 


que as duas equações sao um caso particular da eq. (3.50) quando a derivada covariante 


da velocidade é nula, fazendo a identificação G^ aX = r M aA e mostrando que a derivada 
covariante é expressa em termos da conexão já definida anterior mente: 


V a v* = d a v 11 + V 


aX L 


(3.51) 


Para um campo vetorial covariante v(x) = v(x), sua variação toma a forma 


v (x + e) = v fl (x)uj fJ '(x) + e" (d Q v fl (x)uj^(x) + v lx (x)d a cu' J '(x)) 

= + e a (daVft + Ç x ail v a) ü/\ (3.52) 

onde definimos d a cu (x) = G x afl (%) uU (x). Podemos usar a métrica para relacionar o 
campo vetorial covariante com o campo vetorial contravariante, para o qual já sabemos 
calcular a variação. Aplicando a função g tal que g (uU) = g^e^, temos g (■ v ) = v*, e 

v* (x + e) = + e a {g^ x d a v x + çTQ\ v v. x ) e^. (3.53) 

Mas já sabemos que 

v* ( x + e) = + e“ ( d a v» + r i aX v x ) e^ 

= + (g» x d a v x + d Q g> lX v x + T» aX v x ) e„. (3.54) 

Comparando as eqs. (3.53) e (3.54), obtemos a relação 

íTG^v a = d a g» x v x + Y\ x v x . (3.55) 

Contraindo a equação com g^p sobre o índice //, temos (contando que g^pg^ = ófi) 


G x a pv a = g^d a g flX v x + g^ ai g lX v x , 


(3.56) 


onde também introduzimos g lX para tornar o índice de v x covariante em todos os termos 
e poder reescrever a equação sem essas componentes. No fim, temos uma relação entre 
Ç\p e FaV 

G\p = íhMi d Gf X + G l ay g lX g, J4 3. (3.57) 


Utilizando o fato de que g^pg^ = 5p e derivando, temos que r/ M; gcl a r/ jA = —g^ x d a g^,p. Com 
isso e com a eq. (3.34), podemos mostrar que Q X a p = —r A Q/3 . 

Assim, a derivada covariante para campos vetoriais com índice covariante fica 
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Com a mesma linha de raciocínio que utilizamos até agora, podemos mostrar que a 
derivada covariante de um tensor T ,Ji ' fica 

M N 

Y7 rpm ...hm _ a rpm-.-tíM \ rW rpm...\...fj, M \ rpm---P M (q CQ’1 

va 1 v 1 ...vn Va-L i /, ...y N ' / A a\ 1 V] ...<7v /O avf. 1 v\ ...\...v^ ’ 

j =1 k =1 

ou seja, há um termo com r A Q) g para cada índice do tensor, com formas diferentes para 
índices covariantes e contravariantes. 

A derivada covariante da métrica é nula, como podemos checar, calculando 


V a í/y U i/ — dag^p aiidpv ^~ P av9p.pi 


(3.60) 


e então utilizamos a definição da conexão em termos da métrica (eq. (3.34)) para obter 


^- P ap9pv 2 9pv9 P1 ( ^ 7 9ap 4“ ^a9p 7 d" ^p9 , ya) 

2 ( &v9ap 4” dag^v 4“ d^gua) • 

Levando em conta a simetria entre os índices da métrica, temos 

^ a9pv dagpv 2 ( ^v9ap 4 ~ Qagpv 4 “ dfj,g a v) 
2 ( ^ p9av 4 ~ dag^v + d u g a ^). 
Somando os termos de índices iguais, eles se cancelam e temos 

V a9pv 0- 


(3.61) 


(3.62) 


(3.63) 


Com essa propriedade, podemos verificar que 

V Q (g^vV ) V a9pvV 4~ ^V a u , (3.64) 

ou seja, a métrica pode ser “removida” da derivada covariante. 

A derivada covariante possui as propriedades usuais de uma derivada, como a regra 
do produto. Podemos verificar o caso do produto de dois vetores A a e B 13 : 

V /t (A q R4) =dfj (A a B?) + + A a R p r^ 

=d^A a B p + + A p R4 r «^ + A a B p T^ lip 

= (d^A* + A p r a J R 4 + A * ( dijB 0 + B P T 0 J 

=V m A q R4 + A a V p BÉ (3.65) 


Outras notaçoes para derivada parcial e derivada covariante são 

&aVi/ = Vp^ a e V = ^v\a (3.66) 

i.e. vírgula para representar derivada parcial e ponto-e-vírgula para representar derivada 
covariante. Também podemos escrever derivadas de maior ordem assim 


9a9gVp — l'v.n3 ■ 


(3.67) 


por exemplo. 
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Equações de Maxwell no espaço-tempo curvo 


As equações de Maxwell com fonte (eq. (2.42)) e sem fonte (eq. (2.43)) devem ser 
generalizadas na RG, pois devem descrever a variação do campo eletromamgnético levando 
em conta a curvatura do espaço-tempo. A generalização é feita de forma natural, fazendo 
a troca <9 M —» V M . As equações ficam 


= po/ 


(3.68) 


e 


V A F 


/AIS 




y uF\^ = 0. 


(3.69) 


O tensor de energia e momento eletromagnético (eq. (2.54)) também é generalizado, 
expressando-o através da métrica g a/3 ao invés da métrica de Minkowski i ) a ^. Sua expressão 
fica 


T a/3 = — (F\F xp + -g ap F^F^) . (3.70) 

W \ 4 ) 

3.3 Os Tensores de Curvatura 

A principal manifestação da curvatura de um espaço é a não comutatividade da deri¬ 
vada covariante. Essa propriedade se evidencia no transporte paralelo de um vetor, i.e. 
mantendo sempre o mesmo ângulo entre o vetor e a trajetória. Em uma superfície bidi¬ 
mensional curva como uma esfera, por exemplo, o transporte paralelo saindo de um ponto 
e voltando ao mesmo, resulta numa mudança da orientação original do vetor que depende 
do caminho tomado. 

3.3.1 O tensor de Riemann 

A quantidade que mede a não comutatividade da derivada covariante é o tensor de Rie¬ 
mann. Para obtê-lo, vamos calcular o comutador da derivada covariante aplicado sobre 
um campo vetorial: 

[V Q ,V^] v* =V q V /3 ^- 

=v a (dpv» + r V a ) - ( d av» + r M a y) 

- r VX + 

+ d a (r V a ) + r VV A - r W A 

- dpdav» + r%0X - r ll 0p d o vp 

- dg (R> A ) - rV*> A + r^r> A (s.ri) 

Explorando o a simetria dos índices covariantes da conexão e o fato de que as derivadas 
parciais comutam, e abrindo a derivada dos produtos, alguns termos cancelam-se (inclusive 
todos os que envolvem d a v°). Ficamos com 

[v„, V„] v“ = R\^v\ 


(3.72) 
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onde o tensor de Riemann é definido como m p. 2i7] 


R\ af = s«rv 


+ r%rv 


-p/7 -pp 

1 0p L a\' 


(3.73) 


Aplicando o comutador da derivada covariante sobre um vetor de índice covariante v v 


podemos fazer um cálculo análogo ao feito na eq. (3.71), e identificar o tensor de Riemann 


como definido na eq. (3.73). O resultado é 


[Va, V/j] V v — R ua pV\, 


(3.74) 


onde agora há um sinal negativo para o vetor de índice covariante, manifestando a mesma 
característica que a derivada covariante. 

Dado qualquer ponto x 1 ' do espaço-tempo, é possível encontrar um sistema de coorde¬ 
nadas onde as componentes da conexão anulam-se localmente, mas a variação da conexão, 
caracterizada pelas componentes T x ^ w a , podem ser não nulas. Um sistema de coordenadas 
desse tipo é chamado de sistema de coordenadas geodésico (SCG) [H p. 208]. Já havíamos 
garantido a existência do referencial de queda livre (pelo Princípio da Equivalência), onde 
tanto as componentes da conexão quanto as componentes de sua derivada se anulam. 
Portanto um SCG, onde a variação da conexão não se anula, está associado ao referencial 
de queda livre por uma transformação que apenas não modifique a condição r A = 0 
no ponto em questão. Assim, podemos escrever o tensor de Riemann em um sistema de 
coordenadas geodésico como 


5 G) = a«rv - 


(3.75) 


Podemos definir uma versão do tensor de Riemann com todos os índices covariantes, 
com Rftvap — 9fi\R\ai3- Em um SCG, essa forma do tensor de Riemann fica 


U5? = % A&rv - g,A r v 


(3.76) 


Expressando a variaçao da conexão em termos de sua versão com todos os índices cova¬ 
riantes (eq. (|3.33[)), temos 


d a T \ = d a g Xp T poa/ + g^d a T p Bv , 


f}W> 


(3.77) 


e portanto, num SCG, o primeiro termo se anula. Inserindo essa expressão na eq. (3.76), 
temos 


R 


(SCG) 


= d n T 


pua/3 u a i - ppu PS 1 pau- 


d a T, 


(3.78) 


Abrindo a conexão em termos da métrica (eq. (3.33), temos 


R pu C af =^a {-d^gp u + df,g vll + d u g llí3 ) 

2*9/3 ( dp.gav A dag^fj, A dugpa) j 


(3.79) 


e utilizando a notaçao de vírgula para derivada (eq. (3.67)) e cancelando os devidos 
termos, obtemos a seguinte expressão para o tensor de Riemann no SCG: 


r\ Í9p/3,ua 9u/3,pa A 9ua,p/3 9pa,up) ■ 


(3.80) 
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Com o tensor de Riemann escrito nessa forma, é possível observar algumas simetrias 
que aparecem explicitamente, mas que se mantêm válidas em todos os referenciais. A 
mais óbvia é a antissimetria dos dois últimos índices 


R 


HVOifí 


-R 


fiis (3 oí i 


(3.81) 


já sugerida pela definição do tensor em termos da derivada covariante. Outra é a antissi¬ 
metria nos dois primeiros índices 


R 


flVOiP 


—R 


is/j,a/3 ? 


(3.82) 


e também a simetria na troca entre o primeiro par de índices com o segundo par 


R 


fiua(3 


= R 




(3.83) 


que pode ser verificada utilizando a simetria dos índices da métrica g iLV = g„ /t e a simetria 
dos índices de derivada parcial g^a /3 = 9^,Pa, visto que derivadas parciais comutam. 

A última simetria que pode ser obtida vem da soma sobre permutações dos três últimos 
índices. Efetuando esse cálculo, temos 


RfivaP A R^iafiv A Rfi(h/a 2 (áWA" 9^/3,na + 9va,nP 9n a > u P) 

A g i,9n a ,P v 9/3a,n i/ A 9pv,na 9n v ,P°) 


A g {,9nv,ap 9au,fip A 9ap,n v 9nP, av ) , (3.84) 


e simplificando os termos, contando com a simetria da métrica e a comutatividade da 
derivada parcial, temos 


Rjiuofí A Rfj,apu A Rjifji/o 0’ 

Levando em conta a antissimetria de troca entre os dois últimos índices (eq. 
temos que 


(3.85) 


(3.81)), 


2 R 


livot-P 


= R 




R 


liv(3or 


(3.86) 


Assim podemos escrever, em termos da notação de colchetes para antissimetrizaçao dos 
índices, 


Rfj,[vaf)] R/n/afi RfivBa A Rfifiva Rvíiou A RjioSv Rfiaufi 
2 {Rfiua/3 A R/i/3 VOL + Rnafiv) > 


ou seja, pela eq. (3.85), 


R 


n[vaP\ 


= 0. 


(3.87) 

(3.88) 


O tensor de Riemann possui n 4 componentes (256 componentes para o espaço-tempo 
de 4 dimensões), mas as simetrias do tensor implicam que apenas n 2 (n 2 — 1)/12 sejam 
independentes. Isso implica que, em 4 dimensões, 20 componentes do tensor de Riemann 
sejam necessárias para descrever completamente a curvatura do espaço-tempo. 

Uma última simetria associada ao tensor de Riemann é a identidade de Bianchi, que é 
uma identidade diferencial. Para obtê-la, vamos argumentar o seguinte: num sistema de 
coordenadas geodésico, a derivada covariante localmente se reduz a uma derivada parcial, 
pois as componentes da conexão se anulam. Dessa forma, 


\7 p/ú SCG) 

v va p 


(LR 


/i(SCG) 

isa/3 


a, («JV - s /5 r "<J = r V«i - r Ví7- 


(3.89) 
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Utilizando novamente o raciocínio da eqs. (3.86) e (3.87), temos 


- 2 + R Ã/3 T ,a + R^u-yatf) ' 

Avaliando essa quantidade num SCG, temos 

rpíí(SCG) r\ /-p/i _ pí 4 I pM _ pM I pA 4 _ pM 

11 u[aP\"f\ ^ \ Pu,a 7 1 ai/,/ 3 "/ ' 1 71 /,pa L Pu, 7a 1 ai/,7/3 1 7 u,ap) > 


(3.90) 


(3.91) 


onde, utilizando simetrias da métrica e de derivadas parciais, os termos se cancelam e a 
quantidade se anula. A simetria válida em SCGs pode ser então transformada para um 
referencial arbitrário, e ficamos com 


R^ r a , = 0, 

v [ a Pvy\ 

que é a identidade de Bianchi. 


(3.92) 


3.3.2 O tensor de Ricci e o escalar de curvatura 


Um tensor com um número menor de componentes que também descreve curvatura, mas 
com menor informação, é o tensor de Ricci, definido em termos do tensor de Riemann 
como 

= «U- ( 393 ) 

Esse tensor será de maior interesse ao buscar conectar gravitação com a curvatura do 
espaço tempo. 

Utilizando a simetria de troca entre pares de índices do tensor de Riemann (eq. 
podemos verificar a simetria entre troca de índices do tensor de Ricci: 

R^u = R x ^xu = g xp Rpv\u = g xp R\u P p = R p up ^ ( 3 -94) 


(3.83)), 


portanto 

Rpu = Rup. (3.95) 

O tensor de Ricci possui n 2 componentes no total (em 4 dimensões são 16 componen¬ 
tes). A sua simetria, no entanto, torna independentes apenas n (n — 1) /2 das componen¬ 
tes (10 componentes independentes em 4 dimensões). 

Uma última grandeza relacionada à curvatura do espaço-tempo que pode ser definida 
é o escalar de curvatura, definido por 


R = g pu Rpu, 


que é apenas um número relacionado com a curvatura do espaço-tempo. 


(3.96) 


3.4 A Equação de Einstein 


Vamos buscar a equaçao que descreve a dinâmica do campo gravitacional. A eq. (3.41) 


serviu como motivação para associar o campo gravitacional com a métrica do espaço- 
tempo, tratando-o como iguais. Se utilizarmos unidades em que c = 1, a argumentação 
desenvolvida para chegar na eq. (3.41) implica em campo gravitacional e métrica serem 
a mesma entidade física. 
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Na gravitaçao Newtoniana, o campo gravitacional é gerado pela distribuição de massa. 
A equação que rege o potencial gravitacional é uma equação de Poisson da forma 

V 2 0 = 4vr Gp, (3.97) 


onde pé a densidade de massa e 0 é o potencial gravitacional. Essa equação tem como 
fonte a informação dinâmica da matéria, e possui derivada de segunda ordem do potencial 
gravitacional. Da mesma forma, queremos encontrar uma equação que tenha como fonte 
a informação dinâmica da matéria, e possua derivada de segunda ordem da métrica. 


Os tensores de curvatura são todos definidos em termos do tensor de Riemann (eq. 
(3.73)), que por sua vez é definido como derivadas de primeira ordem e produtos da 
conexão. A conexão, por sua vez, é dada em termos de derivadas de primeira ordem da 
métrica (eq. (3.34)). Assim, os tensores de curvatura são proporcionais a derivadas de 
segunda ordem da métrica, bem como produtos de derivadas de primeira ordem. Por serem 
quantidades diretamente ligadas à curvatura do espaço, são bons candidatos a entrarem 
na equação que buscamos, i.e. de serem o campo gravitacional da teoria descrita por essa 
equação. 


Cada um dos tensores de curvatura possui um número diferente de índices, portanto 
cada um deles exigiria uma fonte de natureza diferente. Caso queiramos construir a 
equação com a massa como fonte, assim como na gravitação Newtoniana, o escalar de 
curvatura seria o candidato ideal. No entanto, essa grandeza diz muito pouco sobre a 
curvatura. 


No outro extremo, poderíamos tomar o tensor de Riemann como campo gravitacional, 
mas não teríamos uma grandeza relacionada à massa com tantos graus de liberdade para 
acoplar-se como fonte na equação. 

O que resta é o tensor de Ricci. A motivação de escrever a equação de campo em termos 
desse tensor aumenta ao lembrarmos que o nosso potencial gravitacional é a métrica, que 
também é um tensor simétrico de ordem 2. Uma equação em termos do tensor de Ricci 
tem portanto o número correto de componentes para determinar cada componente da 
métrica. 


Para escrever a equação em termos do tensor de Ricci, precisamos de uma fonte que 
seja um tensor de segunda ordem. A fonte precisa estar relacionada com a massa da 
matéria, como na gravitação clássica. Sabemos que o módulo quadrado do 4-momento 
de uma partícula é a massa da mesma, e o 4-momento é um tensor de primeira ordem. 
Notamos que, na equação de campo, a fonte deve descrever uma distribuição de matéria, 
e não um corpo apenas. Isso nos motiva a tomar como fonte um tensor de energia e 
momento T lllJ . análogo à quantidade já definida para o campo eletromagnético na seção 
2.3 (eq. ( |2.58[ )). A componente T^ corresponde ao fluxo da componente do 4-momento 
na direção x v do espaço-tempo. 

O protótipo da equação de Einstein é portanto R^ v = kT^ u , onde k é uma constante 
de proporcionalidade. No entanto, devemos impor uma restrição física. O momento deve 
ser conservado, por isso queremos que 


V , 'T /Í j, = 0, 


(3.98) 


portanto queremos que V , '/í /(iy se anule, mas o tensor de Ricci nao satisfaz essa proprie¬ 
dade. 


Podemos verificar isso partindo da identidade de Bianchi (eq. (3.92) e contraindo dois 
pares de índices, sendo que para uma das contrações, utilizamos a métrica para subir um 
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índice: 


g^R\ 


[V;t] 


= 0. 


Abrindo a antissimetrizaçao e já utilizando a eq. (3.86), temos 

2 g V ' 3 (R X u\í3rí + RX vprA + RX »iVp) = °- 


(3.99) 


(3.100) 


O primeiro termo fica, lembrando que a derivada covariante da métrica é nula, 

9 vXfiw = 9 PRvfiw = R;~i = ^ P Í9fryR) ■ (3.101) 

Para o segundo termo, utilizamos a antissimetria nos primeiros índices do tensor de Rie- 
mann, 


g vP R\ Pr , a = g v P g Xp RpvfirA = -g^g^R^-s = -g xp R Pr A = -V P R P7 , (3.102) 

e para o último termo, utilizando a antissimetria dos últimos índices do tensor de Riemann, 
g u PR\ w = -9 U PR\xrA = -g vf> Rvr,t> = -V"^. (3.103) 

Por fim, a contração da identidade de Bianchi nos dá 


V" (gpjR - 2 R n ) = 0, 


(3.104) 


ou seja, a divergência do tensor de Ricci é a divergência da métrica “pesada” pelo escalar 
de curvatura, e é diferente de zero. 

Na busca pela equação de campo da Relatividade Geral, Einstein decidiu escrevê-la 
em termos de um novo tensor de curvatura que possui divergência nula, chamado em sua 
referência de tensor de Einstein. Ele é definido como 


G nu Rfii/ 2 gpvRi 


(3.105) 


e obviamente, pela eq. ( |3lÜ4| , sua divergência é nula. Assim, a equaçao de Einstein é 
postulada como [2j p. 405] 

= kT^, (3.106) 


ou ainda 


R 


pis 


0 9 P vR i^Tfj v . 


(3.107) 


Outra forma de escrever a equaçao pode ser obtida tomando-se o seu traço, i.e. con¬ 
traindo a equação com a métrica: 


9 


pis 



^rT ÍÍV . 


(3.108) 


Definindo T = g llu T fW como o traço do tensor de energia e momento, e observando que 
g pu 9p.u — d 1 ! — 4, temos que 

R = -kT. (3.109) 


Assim, a equaçao de Einstein também pode ser escrita como 
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Em todas as formas apresentadas da equação de Einstein, o tensor de energia e mo¬ 
mento é dado como proporcional a tensores de curvatura simétricos frente à troca de 
índices, portanto devemos impor que T pu também seja simétrico. 


Para garantir que essa seja uma equação de campo gravitacional, devemos garantir 
que ela se reduza à equação (3.97) no caso não relativístico. Novamente faremos uma 
perturbação infitesimal da métrica: g IÍV = rj pv + h M „. Na seção 3.1.2 verificamos que, no 
limite não-relativístico, uma das componentes da métrica se relaciona com o potencial 
gravitacional através da relação hoo = 2 (f)/c 2 . Assim, podemos dizer que essa perturbação 
da métrica é uma aproximação de campo gravitacional fraco. 


Com essa aproximaçao, vamos obter uma das componentes do tensor de Ricci. Pri¬ 
meiro vamos lembrar a expressão da conexão nesse regime de campo fraco, que é 


( — h/j.v,p + h vPífí + hp^v ), (3.111) 

ou seja, as suas componentes são de primeira ordem na perturbação h pv . Assim, olhando 
para a expressão do tensor de Ricci em termos da conexão, 


Rfiu — R p\ u — r i/p^ r \p.y + r \ p ^ p vp r (3.112) 

vemos que, em primeira ordem, podemos desprezar os dois últimos termos, referentes ao 
produto de componentes da conexão. Assim, a componente i?oo fica 


Roo — 


■pÀ _ pÀ _ pz 

1 00, A — 1 A0,0 — 1 00,2? 


(3.113) 


onde o último termo possui uma soma sobre 7 = 1,2,3. Os outros termos são nulos pois 
tomamos que a métrica é estática no limite não-relativístico. Com r* 00í obtido na eq. 
(3.39), temos 


Roo — x d 2 hoo 


2=1 


cr 


(3.114) 


Para verificar a forma da equação de Einstein no limite não-relativístico, vamos propor 
a forma do tensor de energia e momento de uma partícula parada. O 4-momento de 
uma partícula parada é / = (mc, 0,0,0). Sendo p° sua única componente não nula, as 
componentes não nulas do tensor de energia e momento representam o fluxo de p° nas 4 
direções de espaço-tempo. No entanto, as componentes T 0l ,i = 1, 2, 3, que representam a 
densidade de momento, devem ser nulas, pois a partícula está parada. Pela simetria frente 
a troca de índices, concluímos que a única componente não nula é T 00 , que representa a 
densidade de energia da partícula. 

Como ela está parada, sua energia é a energia de repouso E = mc 2 . A densidade 
de energia é portanto u = mc 2 8{x) ) onde utilizamos a delta de Dirac para expressar 
que a partícula encontra-se na origem espacial do sistema de coordenadas. Definindo a 
densidade de massa como p = rnS(x ), temos T 00 = pc 2 . Na aproximação não relativística, 
assumimos que a massa da partícula é suficientemente pequena para que obtenhamos a 
componente T 00 e o traço T apenas com a métrica de Minkowski, resultando também em 


Too — T — pc 2 . 


(3.115) 


Assim, podemos calcular o escalar de curvatura com a eq. (3.109), obtendo 

R = —npc 2 . 


(3.116) 
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Por fim, a componente (0, 0) equaçao de Einstein (3.107) pode ser calculada, em primeira 

(3.117) 


ordem na perturbação, utilizando as eqs. (3.114), (3.116) e (3.115). O resultado é 

1 


—+ -Kpc~ = npc , 


ou ainda 


KC 


vv=-p. 


(3.118) 


Comparando essa equaçao com a equaçao de campo da gravitaçao newtoniana, eq. (3.97), 
fazemos a identificação da constante k como 


k = 


87 tG 


possilitando-nos escrever a equaçao de Einstein em sua forma final 

* 1 R = ^. 


(3.119) 


(3.120) 


A equação de Einstein restringe o espaço-tempo a possuir curvaturas específicas para 
cada distribuição de energia e momento diferente. No caso da ausência de energia e 
momento, i.e. no vácuo, a equação de Einstein reduz-se a 


R 


[lis 


0 , 


(3.121) 


pois T IIU 


0, e portanto, pela eq. (3.110), também R 


0 . 


A equação de Einstein (bem como a equação da geodésica) respeita o Princípio de 
Covariância Geral, i.e. as equações são válidas para quaisquer sistemas de coordenadas. 
Como utilizamos o conceito de derivada covariante, incluindo a informação de curvatura 
na variação das quantidades físicas, garantimos que as equações possuam a mesma forma 
para qualquer sistema de coordenadas arbitrário. 


O papel do Princípio da Equivalência como fundamento para a construção da teoria 
da Relatividade Geral entra em garantir a existência de um sistema de coordenadas em 
que g^ v = r] tw localmente, sistema no qual se recupera a Relatividade Especial. 



















Capítulo 4 


Teoria de Kaluza-Klein: 

Unificação em 5 dimensões 

4.1 A Proposta de Kaluza 

Einstein apresentou a teoria de Relatividade Geral em 1915. Seis anos depois, o matemá¬ 
tico Theodor Kaluza apresentou uma extensão da teoria de Einstein baseada na adição 
de urna dimensão a mais no espaço-tempo [3j. 

A motivação de Kaluza foi observar uma grande similaridade entre a Teoria Eletromag¬ 
nética e a Relatividade Geral. Ambas as teorias têm como entes fundamentais potenciais 
elétrico A p e gravitacional g jJU (a própria métrica). Colocando lado a lado as definições do 
tensor de campo eletromagnético e da conexão, vemos uma similaridade nas expressões: 

Ffu/ -Ajpi A^^i r \/j,u 2 ( 9tu >,a T T 9\fí,v) • (4-1) 

Também é possível ver urna semelhança entre as equações de campo de cada teoria. Para 
o eletromagnetismo, temos 




9o f, 


(4.2) 


uma equação que associa a derivada do tensor de campo à densidade de corrente com uma 
constante de proporcionalidade; enquanto que, na Relatividade Geral, temos a equação 
de Einstein, 


G 


flU 


8ttG 

_ T 

c 4 


(4.3) 


onde G pu é proporcional a contrações do tensor de Riemann (eq. (3.105)), que por sua 
vez é a parte antissimétrica da soma da derivada da conexão e de um produto de duas 
componentes da conexão (eq. (3.73)). Ou seja, com exceção do termo envolvendo o 
produto de componentes da conexão, a equação de campo da Relatividade Geral também 
associa a derivada do campo gravitacional (a conexão) com uma fonte, à densidade de 
energia e momento T pv , através de uma constante de proporcionalidade. 


Para buscar uma formulação unificada das duas teorias, Kaluza procurou uma forma 
de unir os potenciais A p e g pu em um único potencial. A métrica g /w , por ser um tensor 
(simétrico) de ordem 2 em um espaço 4-dimensional, possui 16 componentes (10 indepen¬ 
dentes) organizadas em uma matriz 4x4. Já o 4-potencial A p possui apenas 4 compo¬ 
nentes. Para acomodá-los em uma mesma entidade, devemos buscar uma estrutura tal 
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que possua, no mínimo, 14 componentes independentes. Essa condição é satisfeita se to¬ 
marmos um tensor simétrico de ordem 2 em um espaço de 5 dimensões. Um tensor desse 
tipo possui 5 x 5 = 25 componentes, no entanto apenas 15 são independentes. Ainda 
que essa estrutura nos dê um grau de liberdade a mais do que precisamos, ela é interes¬ 
sante, pois conserva a mesma forma que a métrica g- forma de um tensor de ordem 
2 , apenas com a dimensionalidade aumentada - permitindo que a formulação unificada 
que buscamos seja escrita nos moldes da Relatividade Geral. Ao aplicarmos o formalismo 
da Relatividade Geral sobre esse tensor de 5 dimensões, passamos a enxergá-lo como a 
métrica de um espaço-tempo estendido a 5 dimensões. 

Na busca pela unificação das duas teorias, esse é o ansatz de Kaluza: o potencial 
eletromagnético e a métrica do espaço-tempo 4-dimensional são partes de uma mesma 
métrica de um espaço de 5 dimensões. Chamamos as componentes dessa métrica 5D 
de çjABi onde o acento circunflexo é o que as diferem das componentes da métrica do 
espaço-tempo 4D, g^, e onde os índices latinos maiúsculos agoram correm de 0 a 4. 

Ao generalizar o espaço tridimensional espacial para o espaço-tempo 4-dimensional, 
na Relatividade Especial, definimos a 4-posição xJ l . Mantivemos as componentes x l , i = 
1, 2, 3, das coordenadas representando as coordenadas espaciais, e associamos a compo¬ 
nente X o com o tempo. No espaço-tempo 5-dimensional, definimos a 5-posição x A . Vamos 
reservar as componentes áU ?/ u — 0,..., 3, a representarem as coordenadas do espaço- 
tempo 4-dimensional, e a componente x A será um novo parâmetro, que vamos chamar de 
y. Assim, 

x M = rU, x A = y. (4.4) 


4.1.1 A métrica em 5 dimensões 


Queremos que a métrica do espaço-tempo 5D contenha a métrica 4D, bem como o po¬ 
tencial eletromagnético. Uma forma simples de fazer essa associação é tomar g^ = g Ml/ , 
e g = — kA G onde k é uma constante de proporcionalidade (que garante que a métrica 
seja adimensional), e o sinal negativo é utilizado por convenção. A componente g AA resta 
como um parâmetro adicional. Permitindo que tome qualquer valor, a associamos a um 
campo escalar g AA = %. 

Para simplificar a notação, vamos incorporar a constante k na definição do potencial 
eletromagnético. Vamos tomar como o potencial eletromagnético, com a dimensiona¬ 
lidade usual, e vamos definir A M = kA G 

Matricialmente, podemos expressar a métrica 5D da seguinte forma 


9 AB = 


'Au 


9 l,Â \ _ ( 
g AA ) V-A‘ 



(4.5) 


Para determinar as componentes da métrica com índices covariantes gAB, vamos uti¬ 
lizar a condição 

Ci (4-®) 


9 AB 9bc = S, 


mantendo a mesma condição g^ u g u \ = para a métrica 4D. Separando a eq. (4.6) entre 

componentes 4D e a quinta componente (A, B = 4) temos 


9^9a\ + g^ÇJu x =àÇ 
9 U 9a\ + 9 Av 9u\ =0, 


, 9 /l4 .944 + Ç ÍV guA = 0 , 

g M gAA + 9 Au 9uA = l- 


(4.7) 
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Agora substituímos g AB por g Ml/ , e x, de acordo com a eq. (4.5), e obtemos 


-A^ + fTgvx =5$, 

xlux - A v g u A =0, 


-A M g 44 + g^çjv .4 — 0, 
X.Ç44 - A v g u 4 = 1 . 


(4.8) 


Vamos contrair as duas equações de cima com a métrica 4D contravariante g pp , e, 
interpretando A 11 como um campo vetorial sobre o espaço-tempo 4-dimensional, vamos 
utilizar a métrica 4D para tornar seu índice covariante, i.e. g pp ,A^ = A p . As equações de 
cima ficam 


—A p g A \ + 8 v p g v \ — g p \, —A p g A4: + ô v p g uA — 0, 

de onde tiramos, usando a segunda equação, que 

9p4 A p g AAl 

e, substituindo na primeira, 

9p\ — 9p\ + A p g A \ = g p \ + A p A\g AA . 


(4.9) 


(4.10) 


(4.11) 


Na última equação em (4.8), podemos substituir a eq. (4.10) e resolver para g M . O 
resultado é 

944 = , \ A „ . (4.12) 


X 


A U A U 


Com essa equação, e com as eqs. (4.10) e (4.11), definimos completamente a métrica com 
índices covariantes 9ab- Para simplificar a notação, vamos usar uma outra definição para 
o campo escalar que resta como parâmetro livre da métrica. Ao invés de definir g AA = 
como havíamos feito, vamos tomar g 44 = 0. Em termos desse campo, a componente ^ 44 
fica 

(4.13) 


â 44 = r 1 + a,a- 


Assim, temos as componentes da métrica 5D com índices covariantes e contravariantes 
em termos da métrica 4D, do potencial EM e do campo escalar 0. Em termos matriciais, 


9 AB = 


9 


/iP 


-A* 


-A v 0- 1 + A X A X ) ’ 


9ab — 


_ (g pu + (fiApAv 4>A A 


(t>A v 


(4.14) 


4.1.2 Condição do cilindro 

Na RG, a métrica 4D era um campo tensorial definido sobre o espaço-tempo, ou seja, 
era uma função das coordenadas do espaço-tempo 4-dimensional. Para cada 4-posição x x 
havia uma métrica g pv (x A ) associada. Analogamente, ao estender o espaço-tempo para 5 
dimensões, a métrica 5D passa a ser um campo tensorial definido sobre as coordenadas do 
espaço-tempo 5-dimensional. Assim, para cada 5-posição x c , há uma métrica g^B ( x c ) 
associada. 

Como queremos incorporar o espaço-tempo 4-dimensional da RG dentro de um espaço- 
tempo de dimensionalidade maior, precisamos definir como associar coordenadas do es¬ 
paço-tempo 5D a coordenadas 4-dimensionais. Já decidimos como vamos separar as com¬ 
ponentes da métrica 5D, ç/ab, em termos de quantidades 4-dimensionais g pi/ , A p e 0. No 
entanto, sendo çjab função de x c , as quantidades de natureza 4-dimensional também se¬ 
rão funções das coordenadas 5-dimensionais. Separando a 5-posição como x c = ( x x ,y ) 
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(lembrando que x 4 = y), podemos escrever çab (x x ,y) para a métrica em função das co¬ 
ordenadas, obtendo q [LV (x x ,y), A M (x x ,y) e (f) ( x x ,y ) para suas componentes. Portanto, 
na perspectiva 4-dimensional, essas quantidades não são apenas campos definidos sobre o 
espaço-tempo 4-dimensional, mas também dependem de um parâmetro adicional y. 

Para obter o resultado que esperava, Kaluza fez uma aproximação, chamada condição 
do cilindro , que corresponde a assumir que a métrica çab não dependa do parâmetro y, 

i.e. 

9 aba = 0- (4.15) 


Do ponto de vista da covariância da teoria, agora na perspectiva de um espaço 5-dimen- 
sional, essa condição não é fisicamente motivada. No entanto, anos após Kaluza propô-la, 
Oskar Klein deu uma interpretação fisicamente satisfatória a essa condição. 


Para simplificar o problema, em primeiro contato, vamos também tomar que o campo 
escalar (j) seja constante. Com essas condições, podemos calcular as componentes da cone¬ 
xão, separando-as entre partes 4-dimensionais (n — 0,..., 3) e partes da quinta dimensão 
(fi — 4). Vamos calcular primeiro as componentes da conexão com todos os índices co- 
variantes. A definição da conexão é análoga à eq. (3.33), mas agora com índices que 
correm de 0 a 4. Utilizamos a notação de acento circunflexo para todas as quantidades 
5-dimensionais. Portanto a conexão que vamos calcular é 


(4.16) 


Devido à simetria entre os dois últimos índices de Tabc, as componentes que devemos 
calcular são r 44 4, ÍVu,, Ía44, Ía4 v e Ia p,w Do ponto de vista 4-dimensional, essas 6 
componentes são campos escalares, vetoriais e tensoriais. 

A primeira das componentes fica 

Taaa = \ (—544,4 + ((44,4 + 544,4) = 0. (4-17) 

Devido à condição do cilindro, ela se anula. A próxima componente fica 

^44 v — \ ( 54!/,4 + 544,!/ + 9 i> 4,4) = 2 544,!/ = 0, (4-18) 

onde também utilizamos que (ft é um campo constante. Outra componente que também 
se anula devido a essas propriedades é 

f A44 = \ (—544,A + 5A4,4 + 54A,4) = 0. (4.19) 


A componente onde traços do eletromagnetismo começam a aparecer é Fai,/. que fica 


f A4t/ — | ( — 54!/,A + 5A4,i/ + 9u\a) 

=\<t> {~d\A u + d v A\) = -\(pF Xu , 


(4.20) 


onde identificamos o tensor de campo eletromagnético, definido como na eq. (2.40). Outra 
componente análoga a essa é 


E 2 ( 5/i!/,4 54/i,!/ T 5i/4,/i) 

=\4> (dA" + S„A r ) = \<j)H 


(4.21) 


onde definimos 
magnético. 


õ^A v + d u A ll , um parceiro simétrico do tensor de campo eletro- 
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A última componente é a com 3 índices espaço-temporais: 

Í-A/íí/ 2 ( Qiiv,\ A Çj\ 4~ 

2 ( d" d - g u \,n) 

+ (A^A*,)^ + (A a A m ) ^ + (A^Aa) 

= rA ÍW + \<p (— A p dxA v — A u d\A p 
+A A cbA /i + A^d v A\ 

AA u d fl A\ + Axd p A u ) 

—r \fj, v + ^0 (A\H^ IV + A^F V \ + A^F^x). (4.22) 

Devido à escolha g Miy = g Míy , a parte “4-dimensional” da conexão do espaço 5-dimensional 
contém a conexão do espaço 4-dimensional. Para entender a que espaço 4-dimensional nos 
referimos devemos lembrar que todas essas componentes são funções das 5-coordenadas 
x A do espaço-tempo 5-dimensional, ou seja, são campos no espaço-tempo 4-dimensional 
parametrizados por y. Assim, a quantidade Tx fiu (x a , y) é a conexão de uma hipersuperfície 
4-dimensional dentro do espaço-tempo 5-dimensional, constituída pelos pontos cujo valor 
da 5 a coordenada é y. 

Para obter as componentes da conexão com o primeiro índice contravariante, usamos 
V a bc = g AD V dbc = 9 M ^ 4 :BC + g^r^BC- As componentes r 4 44 e T A 44 ficam nulas, pois 


f 444 e f A 44 são nulas. A componente i Av fica 


f ‘= g M f 44 , + g ip T P 4u = \<t>A p F pv , 

(4.23) 

e a componente i Al/ fica 


r\v = g M f 44 , + g Xp t piu = -\<\>F P V . 

(4.24) 


As outras componentes exigem um cálculo levemente mais extenso: 

= (<p- 1 + A p Ar) \<j>H^^.A p rV 
- \<t> (A p A p H pu + A p A p F vp + A P A U F PP ) 

= \H pv - A p T p ^ - ^A p (\F up + A v F pp ). (4.25) 

A última componente é 

f \ w =g M K„ + g xp f pp „ 

= - + T\ u 

+ \<j> (A X H P „ + A P F V X + A V F X ) 

=r^ + |0(A ít F/ + A V F X ) . (4.26) 

Em resumo, as componentes da conexão com todos os índices covariantes são 


r 444 — 0 , 

r A44 

= o, 

f 44u =o, 

r A4i/ 

= -\4>F Xv , 

Íd/íi/ [U /, 

r a 

— r Xfiu + \<P (AxHfj, v 



+ A p F u x + A u F p x) , 


(4.27) 
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e as componentes da conexão com o primeiro índice contravariante são 


í 4 44 =0. I a , , - <1, 

f 4 4„ = fV = -l 

r 4 — i u _ A rp f A = F A 

± fiu ■ rL p í fiu x fiu x /íí/ 

- \ <M P (A^ P + 4,F pp ), +Í0 (A p F/ + A U F^ X ) , 


(4.28) 


onde 


F\xv =<9 P 4, - d u A p , 

—dp,A v + d^A v . (4.29) 


4.2 A equação de Einstein no universo 5-dimensional 


Na Relatividade Geral, um universo de geometria definida por um tensor (campo tensorial) 
métrico e com a presença de matéria caracterizada por tensor (campo tensorial) de 


energia e momento T pí , satisfaz a equaçao de Einstein (eq. (3.120)), que basicamente 


expressa um balanço entre energia e curvatura do espaço. No caso da ausência de matéria, 


a eq. de Einstein se reduz a i? pI/ = 0 (eq. (3.121)). 

No caso do universo 5-dimensional, vamos supor que não possua matéria e resolver 
uma equação de Einstein para o vácuo em 5 dimensões: 


Rab — 0 . 


(4.30) 


Para explorar a equaçao da perspectiva 4-dimensional, vamos calcular as componentes do 
tensor de Ricci Rab em termos das quantidades de caráter 4-dimensional. 


4.2.1 Tensores de curvatura no espaço 5D 

O tensor de Ricci Rab é definido de maneira análoga ao caso 4D, ou seja 

Rab — R C acbi (4-31) 

onde o tensor de Riemann é definido como 


r>A _ pA pA , pA p,E pA p,E 

BCD — 1 BD,C 1 BC,D ~r 1 CE 1 BD 1 DE 1 BC; 


(4.32) 


que, assim como no caso 4-dimensional, mede a nao comutatividade da derivada covari- 
ante, e portanto é uma medida da curvatura do espaço. 


Estamos interessados em olhar para os subespaços 4-dimensionais desse universo de 5 
dimensões, parametrizados por c o. Para isso, vamos dividir a eq. (4.30) nas componentes 
Ru = 0, R, 4 v = 0 e R jiv = 0. Para isso, vamos precisar calcular as devidas componentes 
do tensor de Ricci. Pela eq. (4.31) temos 


/?44 — R 4P4 — 

Rau —R 4 Cu = 

p _pC _ 

iv — 41 — 


R: 


4A4; 


R j + R 


A 


A\vi 


p4 1 p A 
1 pAu ' ■ í *' p,\w 


(4.33) 
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Calculando i? A 4A4 , temos 


dA _pA 

44 4A4 —4 44,A 


pA I pA p 

1 4A,4 + 1 


A 

AA 4 44 


p A fA 
1 4A 1 À4 


= - f'V « = yFx„F\ 


(4.34) 


onde um dos termos é anulado pela condição do cilindro, e os outros anulam-se pois T 4 44 
e r A 44 são nulos. Assim, temos a primeira componente do tensor de Ricci 


Ru = Wf Xí j'F 


(4.35) 


A componente R 4 A a„ fica 


44 v 

Ê>4 _p4 

44 44 „ —i 4 „ i4 


r 4 _i_ r 4 F" 4 

1 44, V ' 1 4A 1 i/4 
1 J.2 /icr i 


p4 pA 

1 z/A 1 44 


—F 4 pP _ rpp 

—4 4p 4 i/4 — 4 V4 ^4 i/- 

Para completar o cálculo de precisamos de R\ Xl/ , cuja expressão é 

jA _pA pA I pA pA PA 


pA _p/ 

44 4\u 1 4i/,A 


pA p. 

1 4A,i/ ' 1 


AA 4 i/4 


pA py 

1 i/A 4 A4 




pÀ p4 _ pÀ p4 

1 A4 1 v4 1 zA 1 À4 


I pA p p _ pA pp 

' 4 Ap 4 i/4 4 i//i 4 


vp A4 


= - èP3 A F A „ - \^A”F pv F\ + |P,4"F pA F A 
- Pn (r A Ap + \<P (A X F/ + A f F x x )) 

+ ir A (r J , A + í*(V/ + V/)). 

Sabendo que F A A = <9 a A a — <9 a A a = 0, alguns termos se anulam. Ficamos com 


R 


4Àz/ 


= - WxF\ - \<t>F p u T\ p + \ct>F\T 
+ \^ 2 A p F pX F\ - \cfA x F pX F p v 
- \4> 2 A v F pX F pX + \<\?A p F pX F x . 


(4.36) 


(4.37) 


(4.38) 


Os três primeiros termos correspondem à uma derivada covariante (eqs. (3.51) e (3.58), 
ou, no caso geral, eq. (3.59)). Além disso, o primeiro termo da segunda linha cancela-se 
com o segundo termo da terceira linha. Por fim, no primeiro termo da terceira linha 
reconhecemos a componente i? 44 , multiplicada por A v . Assim, ficamos com 


R 


4\v 


= -è0V A F A - U 2 A x F pX F p u - A V R 


1-44- 


(4.39) 


Para obter i? 4 ^, somamos as eqs. (4.36) e (4.39). O resultado é 


Ru — ~~\F X U — A V R. 


44- 


(4.40) 


A componente R pu é a que exige mais cálculo. Primeiro, a componente R 


p4i/ 


Ê>4 _P4 

44 p.4u 4 p.i/,4 


p 4 p 4 PA 

4 fi4,u ^ 4 4A 4 í/p 


p4 pA 
1 vA l 4 ii 


p4 jAp 


= - (\4>A’ J F f ,) v + r 4 lp r<>„ p - r 4 „ 4 r 4 4( , -. 4p 
= - pM„F';, - \<pA p d„F„ 

+ \*A’F' f (r^ + \4> (. A„F / + A„F/)) 

+ pF'j, (\H„ f - 4 a ( A„F pX + A p F pA )) 


(4,41) 
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A expressão é uma soma de 10 termos. Primeiro, notamos que d v A p = | (H up + F up ). 
Abrindo esses termos, a expressão fica então com 11 termos totais. Vamos separá-los nos 
seguintes tipos: 

i) termos com derivada de F e com o produto de F com Y (juntos formarão uma 
derivada covariante); 

ii) produtos de F com H , e E 2 ; 

iii) produtos de A 2 com F 2 , 

onde nos referimos aos tensores apenas pelos símbolos que os representam, e E 2 indica 
termos de ordem quadrática de F, e analogamente para A 2 . Separando dessa forma, 
temos 

= - \4>A p d v F pp + \<pA a F ap Y p vp - iMxFÇY^ 

- \<\>H vp F p p - \^F vp F p p + \<\>H vp F p p 

+ |0 2 + A a A p F ap F u p (4.42) 

-A p A x F pu F Xp - A x A„F^F pX - A x A p F p ^F uX ) . 

A primeira linha pode ser reorganizada da seguinte forma: 

- IMAf; + r V ( 4 -«) 

ou seja, escrita em termos de uma derivada covariante, ela vale — \(j)A a W u F a p . Na segunda 
linha, os termos com H up cancelam-se. Referente aos termos do terceiro tipo, o primeiro 
termo da terceira linha e o segundo termo da quarta linha somados nos dão 

W (A’A P F PI> F/ - A x A v F^F pX ) = \4> 2 (A x A p F Xp F/ - A x A„F/F Xp ) = 0, (4.44) 

onde usamos a antissimetria na troca de índices de F,, p e troca de índices mudos. Usando 

t 1 

as mesmas propriedades, vemos que o primeiro e o último termos da quarta linha também 
se cancelam. A componente R A piv fica, enfim 

R\4 „ = - ¥^ F °„ - + \tfA°A p F pp F/. (4.45) 


A componente R x pXu é a que exige a conta mais extensa. Pela definição, temos 

7~> A _T^À T^A I ■pÀ "pA 

^ n\v fi\,v ' XA vfi vA*- A fi 


= (t\ p + \4,{a p f p x + a p f p x )) x 

- (V + lÚ' 4 /j 1 + 4 V)), 


■pA p '4 
1 A 4 1 v[i 


f A r 4 -i- r A vp 

4 Ap ' 4 Ap 4 1//J, 


r>A pp 
4 vp L Ap - 


(4.46) 


Agora vamos abrir as derivadas e os termos restantes, e novamente utilizar d u A p = 
| (H up + F up ). Em especial, o segundo termo da segunda linha e o primeiro termo da 
última linha se anulam, devido a F\ = 0. Temos 


«V =rq, iA + i 4>A p a x F p x + i 4>AAF t x 

+ ¥ h aN + 1 4>F Xp F„ x + i 4>H Xí ,F x + \4>F Xp F x 
~ r M,. ~ ¥ A ^ F I - \4>H pX F p x - Í0F„ A F/ 

+ 10F» (\H Xp - A„T\ p - \4A> (A X F„ + A„F Xp )) 

+ ( r v + ¥ ( A M + W) (r% + ¥ UV+ A //)) 

- (r\p + 10 (4.F,* + ApF/)) (r A p + 10 (.4 A F/ + ApF/)) . (4.47) 
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Agora temos 33 termos (3 na primeira linha, 4 na segunda, 4 na terceira, 4 na quarta, 9 
na quinta e na sexta). No entanto, o termo com F x x na quarta linha se anula, restando 
30 termos. Para proceder com o cálculo em pequenos passos, vamos novamente separar 
os termos em tipos diferentes: 

i) termos com derivadas de T e T 2 (juntos formarão o tensor de Ricci 4-dimensional); 

ii) termos com derivadas de F e produtos de F com Y (juntos formarão derivadas cova- 
riantes de F); 

iii) produtos de F com H , e F 2 ; 

iv) produtos de A 2 com F 2 . 

Podemos notar de antemão que os termos contendo H, do tipo (iii), desaparecem, pois o 
primeiro termo da segunda linha cancela o primeiro termo da quarta linha, e o terceiro 
termo da segunda linha cancela o terceiro termo da terceira linha. Já expressando o tensor 
de Ricci 4-dimensional R^ u = R X IL \ V , que surge dos termos de tipo (i), temos que R x ^ íXl/ 
üca 

R X + \(/>F\ij,F u x + \<pF\ v F^ x — ^FyxF^ 

+ iMAfp + 

+ i+ \4,A„F/T\ P - \4,A „F/r v 
- | W,* + ¥ A x-f/rq, - \4>A X F/T\ f 
+ - \A„F\r\ 

+ \4? 

A-A^F/F/ + A\A^F p x F v p 

-w/v-WA' 

-A f A x F„ x F/ - ApA^Ff) . 

Pela antissimetria de F\ v , os três últimos termos da primeira linha somam-se. Assim, a 
primeira linha pode ser reescrita da seguinte forma 

Rfiv + f^-P/íA F x v . (4.49) 

Os termos da segunda, da terceira e da quarta linhas juntam-se em três termos com 
derivadas covariantes de F, e os termos da quinta linha cancelam-se. Assim, podemos 
reescrever os termos da segunda à quinta linha como 

F x + \(t>A v V x F x - l<t>AxV„F^ x (4.50) 

Quanto aos termos do último tipo, temos os seguintes cancelamentos: o primeiro termo da 
sexta linha cancela-se quando somado com o primeiro termo da última linha; o segundo 
termo da sexta linha cancela-se com o último termo da última linha; e o primeiro termo 
da sétima linha cancela-se com o primeiro termo da oitava linha. Com os termos que 
sobram, temos, após uma pequena reorganização dos índices, 


(4.48) 


(ApApFppF^ + ApA x F Xp F fp ) . 


( 4 . 51 ) 
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Enfim, a componente 7? A /íAl/ fica 

R X ,j.\v =Rpv + f\ 

+1 + I^VaF/ - §<m a v,f; a 

+ \(j) 2 A pA v FxpF Xp + \(t> 2 ApA x F^F pv . (4.52) 


Finalmente, somando os resultados da eqs. (4.45) e (4.52) (componentes R A pAl/ e 
podemos obter a componente Rp U do tensor de Ricci em 5 dimensões. A soma 
dos termos é 


Rfiu -R,j.u + | (t>FpxF x y 

+ l^ApVxF„ X + IMvVxF/ - lMx^uF p x 
+ ItfApAvFxpF^ + yApAxF^Fp» 

~ \4>A^ v F°p - \<\>F vp F^ + \cj) 2 A a ApF ap F u p . 


Vemos que o segundo termo da primeira linha soma-se com o segundo termo da quarta 
linha, resultando no fator de 1/2. Além disso, as derivadas covariantes em relação ao 
índice v desaparecem, devido ao cancelamento do terceiro termo da segunda linha com o 
primeiro termo da quarta linha. E o segundo termo da terceira linha é cancelado com o 
terceiro termo da última linha. Com essas simplificações, a componente R pi/ fica 


Rilv —Rfiu + + \ ( t )2 Ap,A u Fx p F Xp 


- UA^ X F\ - 14>A„V X F 


(4.53) 


Utilizando as definições de R 44 e R 4v (eqs. (4.35) e (4.40)), identificamos essas compo¬ 
nentes na expressão acima, e podemos escrever 


R^u —R/ív + \<Í>Fp,xF x u + A P A U R 44 

+ Ap (^R 4u + A u R 44 J + A v ^ R 4 p + ApR 4 ^j . 


(4.54) 


Podemos ainda calcular o escalar de curvatura do espaço-tempo 5-dimensional. Par¬ 
tindo da mesma definição do caso 4-dimensional (eq. ( |3.96[ )), temos 

R = g AB Rab = g M R 44 + 2 g Au R 4u + g pv R pv . (4.55) 

Vamos calcular os três termos separadamente. O primeiro é 

£ 44 i? 44 = (<r 1 + KA*) \<j> 2 Fx p F Xp 

= \4 > FxpF Xp + \4> 2 A a A a F Xp F xp . (4.56) 

O segundo termo fica 

2g Au R 4u = - 2A U (-±0V A F\ - A u R 4 ^j 

= - (f)A u \7 x F\ - \(t> 2 A a A°Fx p F xp . 


(4.57) 
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Por fim, para último termo temos 

g^Rpv —g^ (r^lv + \fiFn\F\, + A ll A u R ii 

FA p (Rav + A„l?44^ + A v ^Í?4 M + A^R^^j 
—R ~ \<j>F Xp F Xp + \(j) 2 A a A a F\pF xp 
- I<t>A p V x F\ - \<t>A v V x F\. (4.58) 

Somando as três expressões, temos o cancelamento dos termos envolvendo derivadas co- 
variantes, e produtos de ordem quadrática de A p . Expresso com os termos que restam, o 
escalar de curvatura em 5 dimensões fica 


(4.59) 


Vemos que o escalar de curvatura do espaço-tempo 5-dimensional depende do escalar de 
curvatura do espaço-tempo 4D, como era esperado. Mas também traz uma dependência da 
parte eletromagnética na forma de um produto do tensor de campo eletromagnético com 
todos os índices contraídos, e a presença do campo escalar 0 atuando como “mediador” 
da influência da parte eletromagnética no escalar de curvatura 5D. 


R = R- \(pF Xp F xp . 


4.2.2 Eletromagnetismo e gravitaçao 


Já em posse das componentes “4-dimensionais” do tensor de Ricci do espaço-tempo 5- 
dimensional, podemos agora calcular as componentes de caráter 4-dimensional da equação 
de Einstein Rab — 0, que define a curvatura do espaço 5-dimensional na ausência de um 
tensor de energia e momento em 5 dimensões. A equação se separa em 3 componentes 
distintas: Â 44 = 0, R± v = 0 e R pv = 0. 


Utilizando a eq. (4.35), que expressa -R 44 em termos do campo eletromagnético, vemos 
que a primeira das componentes da equação é 


F Xp F xp = 0. 


(4.60) 


Da eq. ( 4.40[ ), temos R^ u em termos do campo eletromagnético e de R 44 . 
último se anula devido a uma das componentes da equação, a expressão de R 
a 


Como esse 
4 V se reduz 


Rau = -\(j)S7\F x v . 


Então temos que a componente R iu = 


0 da equaçao de Einstein fica 


(4.61) 


(4.62) 

Essa equação é uma das equações de Maxwell 110 espaço-tempo 4-dimensional curvo (eq. 

, 110 vácuo (sem densidade de corrente como fonte). Isso mostra que, definindo 
a métrica çab em termos do potencial eletromagnético A p , como foi definida, faz com 
que a curvatura desse espaço 5-dimensional que satisfaz a equação de Einstein 110 vácuo, 
implique que a equação de Maxwell seja satisfeita. Ou seja, a equação de Maxwell é parte 
da equação de Einstein para um universo de dimensionalidade maior, com essas definições. 



V A F\ = 0 . 
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Mas o eletromagnetismo surge de outra forma mais impactante com essas definições. 
Usando as componentes da eq . de Einstein que já foram calculadas para eliminar R 44 e 
da expressão de R^ y (eq. (4.54)), podemos escrevê-lo como 


R[iv R^u 


\<í>F 


(4.63) 


(4.64) 


Pela componente R IIV = 0 da equaçao de Einstein, temos então que 

R,íu = 2 f\■ 

Essa equação não equivale à equação de Einstein no vácuo em 4 dimensões, devido ao 
termo envolvendo o tensor de campo eletromagnético do lado direito. Então somos mo¬ 
tivados a procurar uma equação cujo lado esquerdo não tenha apenas o tensor de Ricci, 
mas também o termo ^g^R, presente na equação de Einstein na presença de um tensor 
de energia e momento (eq. (3.120)). 


Contraindo os índices da equaçao de Einstein 110 vácuo (eq. (4.30)), temos que R = 0. 


Podemos expressar essa equaçao em termos de quantidades 4-dimensionais, utilizando a 

(4.65) 


eq. (4.59), que nos dá 


R = j <t>F x ,F x “. 


Multiplicando essa equaçao por e subtraindo da equaçao (4.64), temos 

I H„F Xp F x Ç 


R 


/lis 


\ g^R = -\àF llX F 


ou ainda 


R 


flV 


\g^R - -Jo {f^f\ + \g^F Xp F Xp ). 


(4.66) 


(4.67) 


Vemos que, dentro dos parênteses do lado direito da equação, surge uma expressão idêntica 
à do tensor de energia e momento do campo eletromagnético, definido na eq. (3.70), sem 


contar constantes de proporcionalidade. Essa equação portanto descreve a curvatura de 
um espaço-tempo 4-dimensional (lado esquerdo da equação) cujo conteúdo de energia e 
momento presente nesse universo é justamente oriundo do campo eletromagnético. 

O sinal negativo 110 lado direito da equação não parece motivar a interpretação de que 
o lado direito seja de fato um tensor de energia e momento, a não ser que permitamos que o 
campo escalar 0 (que no momento estamos supondo constante) assuma um valor negativo 
- no limite em que o efeito de 0 é negligenciável podemos tomar 0 = — 1. Isso mostra 
que, para que nossa interpretação de A p como potencial eletromagnético seja consistente, 
é preciso que a métrica 5-dimensional tenha uma assinatura da forma ou 

seja, é preciso que a coordenada x A seja de caráter espacial. 

Assim, podemos fazer uma conexão da constante gravitacional G, presente na equação 
de Einstein original - que estabelece a grandeza da relação entre curvatura do espaço e 
energia -, e a constante k utilizada para acoplar o potencial eletromagnético A p com a 
métrica g AB , tendo sido definido g Ap = — A p = —kA p . Identificando o lado direito da eq. 


(4.67) como 


— \(t)k 2 gÇT 


EM 
pv 1 


(4.68) 


onde Tjjjf é o tensor de energia e momento eletromagnético, e impondo que essa expres¬ 
são seja equivalente ao lado direito da equação de Einstein na presença de um campo 
eletromagnético: 

87 tG r 


-T, 


flVl 


(4.69) 
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onde interpretamos 0 como sendo uma “dosagem” da contribuição de energia e momento 
do campo eletromagnético à curvatura do espaço, ou seja, 

T,u = -0T™, (4.70) 


nós obtemos urna relaçao entres as constantes k , G, /io e c: 

k 2 /i 0 8 ttG 
~ 2 ~ = 

ou, ainda, urna expressão para k em termos de constantes conhecidas 


(4.71) 


*=V-- 

c 2 y hq 

Em unidades do Sistema Internacional, a constante vale aproximadamente 

C-s 


(4.72) 


k = 5.739 x 10 


-19 


kg ■ m' 


ou, em termos da carga fundamental e, 


k = 3.587 


e • s 


kg • m 


(4.73) 


(4.74) 


4.3 O campo escalar 

Em todo desenvolvimento da teoria 5-dimensional até agora fizemos a suposição de que 
0 é um campo constante. A motivação da aproximação é para que os cálculos sejam 
simplificados, endossada por estarmos interessados majoritariamente na presença de A p . 
Agora que já recuperamos as equações de campo do eletromagnetismo da métrica que 
definimos, podemos explorar como a variação do campo escalar 0 modifica as equações 
de campo. 

O cálculo das componentes do tensor de Ricci fica muito mais trabalhoso ao permitir 
que 0 varie. Por isso, vamos tomar como referência os resultados obtidos por L. L. 
Williams [7] utilizando um software de álgebra tensorial. 

As componentes da conexão passam a incorporar mais termos, proporcionais a <9 p 0. 
Se denotarmos as componentes da conexão do caso em que 0 é constante por T A BC , os 
resultados de Williams são 

r 4 44 - f 4 44 =H P d P 0 
f 4 4, - f 4 4, =\A v A»d p 4> + |0- 4 ^0, 
fV - f% =i0- 4 (AA0 + 4,0,0) 

- |A A1 A 1/ A p a p 0, 

As quantidades que nos interessam no momento, no entanto, são as componentes do 
tensor de Ricci em 5 dimensões. De acordo com Williams, a componente R 44 fica 


f A 44 - f A 44 = 

f a 4 , - f A 4l/ = -|A,0 A 0, 

fV - fV = |A p A^ a 0. (4.75) 


Â 44 = \4> 2 F\pF xp + |0 _1 V a 0V a 0 - |D0, 


(4.76) 
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onde □ = Va V a é o operador dAlembertiano. Temos que Va0 = d X (p, pois 0 é um 
escalar, mas D0 = Va < 9 a 0 = d\ <9 A 0 — d p ÇT x Xp . A componente i? 4í/ fica 

Riv = -|V A F\ + |V A 4>F\ + A„R m . (4.77) 

A última das componentes do tensor de Ricci fica 

R^u =Rfiu + \4>F^F\ - i^V^V^ + \4>~ 2 V v (j) 

+ A^AisR.44 + A p Í^R.Av — A v R±4^J + Ay (^R,4 h — A^R.44^ . (4.78) 

Temos também que o escalar de curvatura do espaço 5-dimensional fica 

R = R - \ct>F Xp F Xp + i^V^V^ - (4.79) 


Agora as equações de campo passam a conter derivadas de 0. Pela eq. (4.76), a 
componente i? 44 = 0 da eq. de Einstein no vácuo fica 


□0 = Í0- 1 'V a 0V a 0 + ^ 2 F Xp F xp . 


(4.80) 


Da eq. (4.77), e com i? 44 = 0, obtemos para a componente i? 4i , = 0 da eq. de Einstein a 
seguinte equação 


V A F x - = |Va 4’F Xv , 


(4.81) 


a qual obtemos multiplicando i? 4í , = 0 pela métrica 4-dimensional e contraindo o índice 
livre para torná-lo contravariante. A última das componentes, R P y = 0, fica 

Rp,v = -\(t)F pX F x u + 10 -1 V At V i ,0 - |0“ 2 V ít 0V^0. (4.82) 


Fazendo o mesmo procedimento feito na seção anterior, vamos buscar construir a equação 
de Einstein do espaço 4-dimensional na presença de um tensor de energia e momento. 
Tomando o traço da equação de Einstein no vácuo 5-dimensional temos R = 0, que, com 
a eq. (4.79), nos dá 


R = \éF Xp F Xp - |0- 2 V^V^ + 0" 1 V0. 


Calculando R pu — \g pu R com as eqs. (4.82) e (4.83), temos 


R^v - \g P uR = ~ \<t> {F pX F x u + \g pu F Xp F xp ) 

+ |0 _1 (V ít V„0 - gfjyO(j)) 

- |0“ 2 (V M 0V ; ,0 - ^Va0V A 0) . 


(4.83) 


(4.84) 


A equaçao pode ser bastante simplificada ao ser escrita em termos de outro campo escalar 
0 definido como 0 2 = —0. Temos 


V„0 = -V„0 2 = -20V i /0, 
e, aplicando a derivada covariante mais uma vez, 


(4.85) 


V ft v,0 = -V ít (20V„0) = -2V At 0V I/ 0 - 2 ÇV p Vy. 


(4.86) 
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Escrevendo a eq. (4.84) em termos de 0, os termos com produtos de derivadas de primeira 


ordem cancelam-se, ficando apenas derivadas de segunda ordem de 0: 


R/w - \g^R =|0 {F^\F X U + \g pv F Xp F xp ) 


+ 0 1 (V M V„0 


^□ 0 ) • 


(4.87) 


Vemos que o campo 0 também contribui com energia e momento para a curvatura do 
espaço-tempo 4-dimensional. 


A eq. (4.80) também pode ser escrita em termos de 0. Ela também é simplifiada, 
ficando apenas 


□0 = \^F Xp F Xp , (4.88) 

que é uma equação de Klein- Gordon não homogênea [8 - pois possui como fonte um 
termo que acopla o campo 0 com o tensor de campo eletromagnético para um campo 
0 de massa nula. 


4.4 Análise da geodésica 


A equaçao de movimento de uma partícula em 4 dimensões era a geodésica (eq. 
Em 5 dimensões, a eq. de movimento é totalmente análoga, dada por 


(3.15). 


dü A 

dr 


p4 s.Bs.C 


BC 


u u 


0, 


(4.89) 


onde as quantidades denotadas com um acento circunflexo correspondem a quantidades 
definidas no espaço 5-dimensional. Nós conhecemos a conexão T A B ç, mas precisamos 
definir o tempo próprio r e a 5-velocidade ü A . 


Na seção 1.1, definimos o intervalo de tempo próprio dr como a distância (medida em 
unidade de tempo) entre dois pontos separados por um intervalo tipo tempo. Explorando 
a invariância de dr frente a troca de coordenadas, o definimos na Relatividade Especial 
pela eq. (2.10) e na Relatividade Geral pela eq. (3.4). Aqui, vamos definir o tempo 
próprio dr como um invariante frente a trocas de coordenadas em 5 dimensões, de forma 
análoga ao caso 4D. A definição é 


c 2 dr 2 = ç/ABdx A dx B . 


(4.90) 


Para relacionar o tempo próprio dr em 5D com o conhecido dr definido em 4-dimensões, 
abrimos sua definição em termos da métrica 5D (eq. (4.14)). Lembrando que tomamos 
x p = x p e x A = y , temos 


c 2 dr 2 = (g IJiV + (j)A p Ap) dx p dx v + 2 (j)A p dx tí dy + (f)dy 2 

=g pu dx p dx u + 0 (A p dx p + dyj 2 . (4.91) 

Identificamos o primeiro termo como a expressão c 2 dr 2 , onde dr o tempo próprio em 
4-dimensões. Lembrando que u p = dx^/dr, e definindo 

_ d y 


(4.92) 
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temos 

c 2 df 2 = c 2 dr 2 + 4 > ( A + cu ) 2 dr 2 . 

Se definirmos /3 = dr/dr, encontramos a segninte expressão 

-V 2 

P — ( 1 + ^ {Apii} 1 + tu) 

onde escolhemos o valor positivo da raiz para que dr e dr tenham o mesmo sinal. 
A 5-velocidade é definida como 

,,4 dx A 
u A = 


(4.93) 


(4.94) 


dr 


(4.95) 


Para relacionar as componentes /i = 0,..., 3 da 5-velocidade com as componentes da 
4-velocidade, lembramos que daí temos 


vF = 


d£ M dx^ dr 




dr dr dr 

onde utilizamos a regra da cadeia. Da mesma forma, como xA = tu, temos 


.4 dydr 


ü = —— = tU0. 

dr dr 


(4.96) 


(4.97) 


dü A /df. Para as componentes fi — 0,..., 3, temos 


Para analisar a eq. (|4.89|) em termos de quantidades em 4 dimensões, precisamos obter 

(4.98) 




diiJ 1 dr d . n . n . n ~ r 

df =d?d7 ( “ /J) = í5 d7 + í 5 d7“ 


De forma análoga, a componente 4 fica 


dâ 4 2 d u d/3 

= P N~ + 

dr dr dr 


(4.99) 


Assim, a geodésica do espaço 5-dimensional (eq. (4.89)) pode ser separada em uma 
equação vetorial em termos de du x /dr (já dividindo a equação por /3 2 ): 


7ÍT + + 2fVm" + f-V* = 0, 

e uma equação de movimento na 5 a dimensão, em termos de dtu/dr: 


A- f ^^juFvF + 2 f 4 4i ,c ou v + f 4 44 tu 2 — 0 . 


(4.100) 


(4.101) 


Vemos que a equaçao de movimento (4.100) depende do fator d/3/dr, que pode ser 
calculado pelo quadrado do inverso da eq. (4.94), e fica 

1 d/3 1 d 4> 2 

+IJ) 

20 „ / d A u d dtu\ . . 

+ +w) ( 4T'“ + ' 4 "dr + d7j' (4 ' 102) 
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O fator dw/dr pode ser eliminado da equação substituindo-o pela eq. (4.101), e isolando 


novamente o termo d/3/dr, que surge também da eq. (4.101). As variações de (p e em 


relação ao tempo próprio podem ser expressas como variações em relaçao às coordenadas 
do espaço-tempo 4D, através de uma regra da cadeia. Temos 

d (p dcj) dx p 

dr dx p dr 
e 

dA 


= AAA 


(4.103) 


dr 


= V v A n u v = d u AnU v - A n T p , 


VfL 


u r 


(4.104) 


onde, nesse último caso, a variação que aparece na regra da cadeia é necessariamente uma 
derivada covariante, pois A )L é uma quantidade vetorial. A variação de aparece na 


equaçao (4.102) contraída com a 4-velocidade u p . O termo envolvendo a derivada parcial 
fica 


dvA^iAu 11 (dvAn + d^A u ) u v vA = 


(4.105) 


onde foi feita uma troca entre os índices mudos n e v em um dos termos e explorou-se a 
simetria do produto das velocidades. 


Todas essas expressões se juntam na eq. (4.100) para formar a equaçao de movimento 


de um corpo em um subespaço 4-dimensional imerso no espaço 5-dimensional que engloba 
a teoria. 


4.4.1 A força de Lorentz 


A equaçao de movimento (4.100) fica bastante complicada, mas podemos fazer algumas 


aproximações para simplificá-la e obter uma conexão com o eletromagnetismo. 

Vamos tomar novamente que (p seja constante, e vamos tomar seu valor como simples¬ 
mente <p = — 1. Também vamos tomar A il = 0, ainda que sua derivada não seja nula. Essa 
escolha pode ser vista como uma escolha de coordenadas onde A t , se anule localmente. 

Com essas aproximações, o valor de /3 é 


0 = 


yd — cA/c 2 


(4.106) 


Na equação de movimento na dire ção d a 5 a coordenada, eq. (4.101), substituímos as 
componentes da conexão, da eq. ( 4.28| ), das quais apenas f /iíy é não nula dentro das 
aproximações. A equação fica 


du; 1 d/3 1 TT 

+ + 2 H> “' 


u p u v 


= 0 . 


(4.107) 


Pela eq. (4.102), a variação de /3 fica 

1 d/d 2u í d A^ 

/3 2 dr c 2 \ dr 

2u 


duA 
+ d?) 


c 

2u 

'TT 


-H, 
2 


^ V + Tr) 


-H, 
2 


flU 


uAu v 


do;\ 
dr ) 
1 d/d 


-H, w u p u u 
2 A 


2uj 2 d/3 
/3c 2 dr ’ 


(4.108) 
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onde usamos a eq. (4.104) na segunda linha e a eq. (4.107) na terceira. Temos que 
P 7 ^ 2cu 2 /c 2 , e portanto d/5/dr = 0. 


Agora, a partir da eq. (4.100), tomando as componentes da conexão da eq. (4.28), 


temos a seguinte equaçao de movimento 

dw A 


dr 


T\Xu u + FÇNüj = 0 . 


(4.109) 


Os dois primeiros termos equivalem remetem à geodésica da Relatividade Geral (eq. 


(3.15), onde aparece a aceleração gravitacional na componente da conexão do espaço- 


tempo 4D. O último termo remete à força de Lorentz, presente na equaçao de movimento 


do eletromagnetismo (eq. (2.45)), que pode ser reescrita como 

dr rri y ’ 


(4.110) 


onde q em sao a carga e a massa da partícula, e F /tl/ = d^A v — d u À M é o tensor de campo 
eletromagnético com a dimensão usual, tal que F^ w = kF^. Interpretando o último termo 


da eq. (4.109) como de fato referente à força de Lorentz, devemos impor que 

Q 


U) = 


mk 1 


(4.111) 


ou seja, a “velocidade” c o na direção da 5 a coordenada é proporcional à razao carga sobre 
massa do corpo. 

Outra maneira de interpretar é definindo um 5-momento análogo ao 4-momento defi¬ 
nido na eq. (2.32), como p A , tal que 


p A = mü A = P (mu^, meo) = P (jf, — jQ , 


(4.112) 


onde então a 5 a componente do 5-momento de uma partícula seria o fator 13 vezes a 
própria carga da partícula, normalizada à dimensão de momento pela constante k. 


4.5 Compactificação de Klein 

Em 1926, Oskar Klein |4] propôs um modelo para explicar a necessidade da condição 
do cilindro - <9 4 ç/ab ~ para a obtenção das equações de Maxwell a partir da equação 
de Einstein em 5 dimensões. Klein sugeriu que a 5 a dimensão fosse compaetificada, e 
tivesse um comprimento suficientemente pequeno para que a métrica dependesse de forma 
desprezível de y. A compactificação sugerida por ele consistia em pensar que um caminho 
em linha reta ao longo da 5 a coordenada fosse cíclico. Pictoricamente, podemos fazer 
analogia das 4 coordenadas originais do espaço-tempo com a direção axial da superfície 
de um cilindro, enquanto associamos a 5 a dimensão com a direção azimutal da superfície 
cilíndrica. 

Inspirado pelas ideias da Mecânica Quântica que despontavam na época, ele sugeriu 
que o diâmetro L ao longo da 5 a coordenada, por ser pequeno, teria efeitos quânticos 
predominantes. Dessa forma, supondo algum tipo de matéria presente no universo 5- 
dimensional, ela seria descrita por uma função de onda Ç (rrQ y ) dependente das 5 dimen¬ 
sões. Devido ao caráter cíclico da 5 a direção, essa função de onda pode ser escrita em 
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termos da uma série de Fourier da forma 

°o 

0 ( x cu) = ^ 0 n (oP) exp • (4.113) 

n =0 


Na Mecânica Quântica Relativística, o operador de 4-momento P ,J = (H/c, P) atuando 
sobre uma função de onda 0 ( x M ) corresponde a uma derivada da função, através da relação 

P At 0 (; x v ) = i (x u ). (4.114) 

Assim, podemos associar ao 5-momento definido na eq. (4.112) a um operador P A , rela¬ 


cionado com a seguinte operaçao diferencial em 5 dimensões: 

P A p) (. x M , r/) = i hf3d A ip ( x p , y ), 


(4.115) 


onde d A = g AB ds, e Õb = d/dx B , e a presença de 0 na definição vem de que p M = (3p 
As componentes 4D do 5-momento ficam 

P^0 = -ihpA^diip + i hPg^dvip, (4.116) 

e, para a 5 a componente, 

P 4 0 = i£/3 (0 - 1 + A ff A CT ) d 4 0 - i hpA x d x ijj. (4.117) 

Tomando 2 D = 0 e 0 = — 1 para simplificar, as componentes ficam 

P^0 = ihpdy, P 4 0 = -ihPdiil). (4.118) 


Assim, cada termo do somatório na eq. (4.113) corresponde a uma autofunção de P 4 . 
Para um n fixo, podemos aplicar a 5 a componente do operador 5-momento sobre 0 (oP,cu) 
e obter 


P 4 0 n e (in2//L) =i W n â 4 e (in2//i) 
= - 


(4.119) 


Portanto os autovalores de P 4 sao p A = —hn/L. Da definição do 5-momento na eq. 
(4.112), temos que p A = —ftq/k, de onde podemos obter autovalores de carga, tais que, 


para cada n, 


q = n- 


hk 


(4.120) 


Esse resultado evidencia a quantização da carga, que assume valores múltiplos de uma 
carga fundamental dada por constantes h e k, e pelo diâmetro da 5 a dimensão compacti- 
ficada. Impondo que a carga fundamental seja o valor conhecido e, temos 


eL = hk , 

de onde podemos estimar o diâmetro L , que resulta em aproximadamente 

L = 3.784 x 10 “ 34 m = 23.42 


(4.121) 


(4.122) 
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onde 


I-p — 



1.616 x 10“ 35 m 


(4.123) 


é o comprimento de Planck. 

Além de explicar a não dependência da métrica com a 5 a dimensão, a compactificação 
do espaço 5-dimensional introduzida por Oskar Klein acabou também por explicar a 
quantização da carga elétrica. Com o valor da carga fundamental já conhecido, a pequena 
escala do diâmetro ao longo da 5 a dimensão é reafirmada, com um resultado envolvendo 
o icônico comprimento de Planck. 


Podemos ainda fazer uma estimativa da massa de uma partícula no universo 5D. Como 
estamos tomando o vácuo em 5 dimensões, esperamos que a partícula não possua massa 
da perspectiva 5-dimensional, o que pode ser definido de maneira análoga à eq. (2.34), 
como 


PaP A = 9abP A P B = o, 


(4.124) 


que pode ser escrito separando-se a componente 4 das demais, utilizando a definição da 
métrica (eq. (4.14)) e do 5-momento (eq. (4.112|)), 


como 


o = (âv + 4> A n A u) P il P v + P A ^P 4 + MuP 4 + # 4 p 4 
=g^P fi P u + 4> { A ,iP 11 + P 4 ) 2 

=P^P 2 + ^ ( A ~ I) fi 1 - (4.125) 


Utilizando a eq. (2.34), que associa o 4-momento à massa m da partícula, temos 

2 


m 2 c 2 + 4> i^A^P^ — =0. 


(4.126) 


Tomando o limite — 0 e (j) — —1, chegamos em uma relaçao entre a massa e a carga 
de uma partícula no universo 5-dimensional: 


m = 


Q_ 

ck 


(4.127) 


Pelo resultado da quantizaçao da carga, chegamos também em uma quantização da massa. 
Podemos estimar a massa fundamental tomando q = e. Obtemos 


m 0 = — ~ 9.29 x 10 10 kg. 
ck 


(4.128) 


Podemos comparar o resultado com a massa do elétron, uma partícula fundamental 
que possui carga — e. Sua massa é m e ~ 9.109 x 10 -31 kg. A razão entre a massa estimada 
e a massa do elétron é 

— « 1.020 x 10 21 . (4.129) 

m e 

A massa estimada mo é uma previsão da menor massa de uma partícula, quando essa 
tem carga de módulo \q\ = e. Portanto esperaríamos que as partículas que conhecemos 
tivessem massas múltiplas a m 0 por um fator associado às suas cargas. No entanto, a 
massa do elétron é extremamente menor do que a massa fundamental prevista. 
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Essa argumentação é feita de maneira similar por Wesson (6J p. 22], Somos levados 
a concluir que a compactificação de Klein, apesar de trazer resultados interessantes, não 
é totalmente consistente com a física conhecida. Apesar de haver surgido outras teorias 
de compactificação para corrigir esse problema, a ideia da unificação da gravitação e do 
eletromagnetismo não foi fortalecida. Mas teorias que exploram Relatividade Geral em 
dimensões extras continuaram a surgir, com outras interpretações. 
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Capítulo 5 

Teoria da Matéria Induzida: 

Energia e momento como geometria 


Em 1992, Paul S. Wesson |6] [5j introduziu uma alternativa não-compactificada da teoria 
de Kaluza-Klcin. Em sua teoria, ao invés de tomar a condição do cilindro, como havia 
sido feito anteriormente, Wesson permitiu que derivadas em relação à 5 a coordenada 
aparecessem no cálculo da equação de Einstein. Seu objetivo era obter um tensor de 
energia e momento efetivo, assim como, na teoria de Kaluza-Klein, um tensor de energia 
e momento dependente da métrica em 5 dimensões foi obtido, apenas como consequência 
da geometria de um espaço-tempo com uma dimensão extra. 


A métrica da teoria é a métrica usual de Kaluza-Klein (eq. (4.14). No entanto, como 
não impomos mais a condição do cilindro, podemos livremente fazer troca de coordenadas. 
No caso anterior, em que Õ^cjab = 0, uma troca genérica de coordenadas não mantinha a 
condição intacta necessariamente. Assim, podemos escolher um sistema de coordenadas 
em que A t , = 0. Essa escolha é análoga à escolha, no eletromagnetismo, de um referencial 
onde um dos campos, elétrico ou magnético, anula-se. 


Também, Wesson permitiu que a assinatura da métrica 5D fosse tanto (+, —, —, —, +) 
quanto Para evidenciar essa arbitrariedade, definimos </> = e^ 2 , onde 

e = ±1 é o parâmetro que deüne a assinatura, e -0 é a nova variável escalar da métrica. 
Assim, a métrica toma a seguinte forma 


9ab 


Í9nv 0 \ 
0 0 e-0 2 y 


\AB 


(g v» 0 \ 

\ o «r 2 ;' 


(5.1) 


Ao calcular as componentes da conexão, aparecerao derivadas em relação a á: 4 de g IU/ 
e -0. Para simplificar a notação, vamos tomar 


cfiáV' = 9 nu, #40 = 0- 


(5.2) 


A conexão com todos os índices covariantes é definida como na eq. (4.16). A compo¬ 
nente f 1 444 fica 


f 


444 


— 2 ( — ^ 4^44 + ^ 4^44 + d^ga) 

= (s 4 (eip 2 ) = (yjÇ. 


(5.3) 
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A componente f 44í , fica 


f 44u — g ( — <9 4 g 4í , + d 4 g u4 + d ] v g 44 ) 
As„ (ei> 2 ) = etlid u 4>, 


(5.4) 


onde usamos que g 4u = 0. A outra componente vetorial, Ta 44 , fica 


f a 44 — - (— d\g 44 + 9 4 g 4 \ + d±g\â) 
= - V (ei’ 2 ) = eiid„i>. 


(5.5) 


Agora, as componentes de apenas um índice 5-dimensional, que na teoria de Kaluza-Klein 
estavam ligados ao potencial eletromagnético, agora ficam 


ÍV — - (~d 4 9nu + d^g u4 + d u g 4fí ) 

a9^ui 


(5.6) 


e, a outra componente, 


f a4í4 —- {—d\g 4v + d 4 g u \ + d u g\ 4 ) 

2^4.9í/A ~^9 \w 


(5.7) 


Enfim, a última das componentes, Ía^, fica igual à conexão 4-dimensional, pois g^ = g ítl/ , 
ou seja, 


= Ta^. (5.8) 

Vemos que as componentes da conexão ficam bastante simples, sendo apenas as combina¬ 
ções possíveis de derivadas (em relação ao espaço-tempo ou à 5 a coordenada) em relação 
às componentes da métrica. 

Para obter as componentes da conexão com o primeiro índice contravariante, contraí¬ 
mos as componentes totalmente covariantes com a métrica: V C AB = g CD T dab- Como a 
métrica é diagonal, a relação fica simplesmente 

F X ab = g Xp ^pAB, f 4 ab = e^ _2 f 4 AB. (5.9) 

Notando que e 2 = (±1) 2 = 1, temos que as componentes da conexão com o primeiro 
índice contravariante ficam 


f 4 44 =0 V, f A 44 = 

f 4 4 , =r l d^, f A 4 „ = \g xp g pv , 

r% = -1 f ■ \ w = r A ^. 


(5.10) 
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Lembrando que o tensor de Ricci é definido como Rab — R°acb > e ° tensor de Riemann 
é dado por R°acb = ^ D ab c ~ ^ac b + ^ce^ab ~ ^ D be+ E aci podemos calcular as 
componentes do tensor de Ricci. Vamos calcular a componente R 44 . 


R‘44 — 


R 444 + R 4 X 4 — 


pA 

4A4; 


(5.11) 


onde a primeira das componentes do tensor de Riemann se anula devido à sua antissimetria 
na troca dos últimos índices. Para a outra componente, temos 

7~>A _pA _ pA 1 pÀ pvl _ p A pv4 

11 4À4 —1 44,A 1 4A,4 1 A A 1 44 1 4 A 1 4A 

= (- e p<9 A p) A - {y xp g\ P ) A 

i pA p4 I pA pP pA p4 pA pp 

' 1 A4 1 44 "t 1 Ap 1 44 1 44 1 4A 1 4p x 4A 

= - e<9 A p<9 A p - ep<9 A <9 A p - ^ Ap ^ Ap - ^ Ap ^a p 
+ l^~ lr >Pg xp g\p - ep<9 p pr A Ap + e<9 A p<9 A p - \g Xa g n ga P g^x- (5.12) 

O primeiro termo da primeira linha cancela-se com o terceiro termo da segunda linha. O 
segundo termo da primeira linha pode ser juntado ao segundo termo da segunda linha em 
uma derivada covariante. Assim, a componente em questão do tensor de Ricci fica 


R44 = - epDp - \ (g xp g Xp + g xp g Xp 

- ^~ lr >Pg xp gxp + |<? A V 7 <M7a) 1 (5-Í3) 

onde □ = V a V a é o operador d’Alembertiano em termos de derivadas covariantes, e 
g Xp = 8484 gx p . Podemos simplificar mais, se notarmos que 

(g n g«p) A = = °> ( 5 - 14 ) 


e, portanto, 


g rn g*p = -gap'g pl • 


(5.15) 


Aí o último termo da eq. (5.13) fica 


g x<T g pl g^x = - g^g^g^Hx 
= ~ õ x g n g^x 

= -g Xl g 1 x- (5.16) 


Assim, o segundo e o último termos dentro do parênteses da eq. (5.13) podem unir-se em 
um só termo, fazendo com que R 44 seja expresso como 


R 44 = -epDp - § (g xp gxp - P 1 ^g xp gx P + \g xp gx^j ■ (5.17) 


Para a componente temos 


R 41 / 



+ R 


x 

4A v’ 


(5.18) 
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A componente i? 4 44l/ fica 

Ê>4 _p4 _ ~p4 I ~p4 pA _ ~p4 -p/4 

-O- 44v ~ 4 4í/,4 1 44 ,u "r 1 4A 4 4i/ 1 iM 4 44 

= (p _1 cbp) 4 - (V’“V) iI/ 

-p f 4 f 4 f 4 f P _ f 4 f 4 _ f 4 f P 

' 1 44 4 4u ' ^ 4 p L 4v 1 i/4 4 44 4 i/p 4 44 

= — p _2 pcpp + p _1 cpp + p _2 cppp — p _1 cpp 
+ l^dpipg^gxv - \^~ 1 d p ^)g vp , (5.19) 

onde usamos de antemão o fato de que o primeiro e o terceiro produto de duas componentes 
da conexão cancelam-se. Também usamos que e 2 = 1. Simplificando os termos da primeira 
linha da equação que também se cancelam, temos 

R A í4u = |p _1 <9 A p<7 Ai / ~ |p _1 <9 p píp p . (5.20) 

Trocando índices mudos, somamos os termos e obtemos i? 4 44l , = 0. 

A componente R\ X u fi ca 

pA _pA pA I pÀ p A pÀ p A 

11 4A v 4u,A 1 4A,u “r 1 AA 1 4u 1 uA 1 4A 

= (^ V V), A - Ü^Ap) )iy 

I pA p4 i pA pp pA p4 pA pp 

' A4-*- 4u ' *- Ap-*- 4u u4-*- 4A i/p-*- 4A 

= - 2 {9 Xp 9 P u) x-í (9 Xp 9\p)^ 

+ \^~ x d v i\)g xp g Xp + \g pa g a vT X xp - l^~ l d x ^g xp g pv - \g pCT gaxT\ p . (5.21) 

Junto com o primeiro termo da primeira linha, o segundo e o quarto termos da segunda 
linha formam uma derivada covariante. Como a quantidade dentro do parênteses do se¬ 
gundo termo da primeira linha é escalar, o segundo termo também constitui uma derivada 
covariante. Assim, temos 

R\xu = |V A (:g Xp g P u ) - §V„ (g Xp gx P ) 

+ \^~ l d v ^g xp g Xp - \^ l dx^g Xp g P v (5.22) 

Agora podemos notar que V„p _1 = cpp -1 = — p~ 2 cp. Identificando esse termo na 
segunda linha da equação, podemos multiplicar i? A 4Ai/ por p _1 e obter 

^ l R X 4Xv = è'0~ 1 V A (. 9 Xp 9 P u) ~ |p _1 V^ (g al3 g a p) 

- Iv.p-V^ + ±v A - r l g xp g P v, (5.23) 

onde também mudamos alguns dos índices mudos. Vemos que o par de termos com 
derivadas no índice À são o resultado de uma regra do produto de derivadas, assim como 
o par de derivadas em u. Assim, podemos escrever 

r l R x 4 x, = (p-y p v) - (p-v^). (5.24) 

Por fim, reescrevemos a derivada em u como V„ = <5 A V A . Como õ x é independente de 
coordenadas, passamos para dentro do parênteses e ficamos com 

P _1 ^ A 4 A í/ = èv A (P - V P V - p- 1 ^^^). 


(5.25) 
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Como i? 4 44!/ = 0, a componente R iu do tensor de Ricci fica 


Ra, = P x v , 


onde definimos o tensor P x , como 


(5.26) 


p\ = ^ (s A V - Sis^B^) ■ 

Finalmente, para a última das componentes do tensor de Ricci, temos 


ô _ Ô4 I pA 

11 p4i9 t" ■H' pXw 


A componente _R 4 m4í , fica 


p4 _p4 
pAu L pu ,4 


f 4 -I- f 4 f A 

1 /i4,i9 ^ 1 4A 1 pv 


p4 p A 

1 z/A 1 /x4 


= (-^ 2 v) 4 - (V> 


+ f^f 4 


I p 4 pp 


■p4 -p4 

4 i/4 4 p4 


p4 pP 

4 l/p 1 p4 


444 p;/ T" 1 4p-*- pi/ 

=ei>~ 3 'tpg tiu - \e^~ 2 g^ + 


\e*l> ^ i5 P^r p - if> 2 d^d v ^ + f 2 g pa gu P 9ap- 


(5.27) 


(5.28) 


(5.29) 


Vemos que o terceiro termo da primeira linha cancela-se com o terceiro termo da segunda 
linha. O segundo termo da segunda linha, junto com o último da primeira linha formam 
uma derivada covariante, da forma Como ijj é escalar, o termo pode ser tomado 

como duas derivadas covariantes. Reagrupando os termos restantes, temos 


1 2 


R piu = V p V F 0 - 2 e ^ 


9 pu V* ^9pu 2 3 P 9pu9ap 


1 per ■ 


(5.30) 


A última componente do tensor de Riemann que precisamos calcular é /? a //Aj ,, que fica 


pA _pA _p A p A pA _ pA pA 

^ /xAz/ ^ /xi/,À ^ /xA,z/ ' ^ AA^ /xz/ ^ isA*~ /xA 


=r- 


fiu, A 


pA 1 pA pp 

x pA,y ^ x Ap x pi/ 


pA pp 

4 up L pA 


I - A -p4 
1 A4 1 pu 


■pA p4 
1 I94 1 pA> 


(5.31) 


onde usamos que T x ^ w = T x ul ,. Reconhecemos os quatro primeiros termos da expres- 


/XZ/ 


são como o tensor de Ricci em quatro dimensões R^ = R x fíX u- Substituindo as outras 
componentes da conexão, temos 


R pXu Rp,u 9 P 9xp9pu 4" 4 c0 9 P 9 puÇjXp- 




(5.32) 


endo em maos as componentes do tensor de Riemann necessárias, nas eqs. (5.30) e 
(|5.32), montamos a componente R^ v do tensor de Ricci: 


Rp,u Rpu 


V P ( 9x p 9pu - 9 P v9xp) 

- (gpu - ^~ X ^9nu - \g pa 9up9ap, 

Juntando termos similares, a expressão final fica 


(5.33) 


Rpu Rp,u 


-1 

1 2 




^ z [9pu -i/> l ^gpu - g Ap gxngpu + ig Ap gx P 9p 


x p: 


1 Ap ■ 


(5.34) 
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5.2 As equações de campo 

Vamos considerar, como anterior mente, o universo 5-dimensional vazio, e resolver a equa¬ 
ção de Einstein no vácuo 


Rab — 0 . 


A componente R 44 = 0 nos dá, pela eq. (5.17), a equaçao 

1 


0 □0 = ~ 2 e ( 9 xp 9\p + \g xp gx P - 0 ^g^gxp), 


(5.35) 


(5.36) 


que é uma equaçao de onda para 0. A componente R 4 U = 0 da equaçao nos dá, pela eq. 

ípiij). 


v A /V = 0 , 


(5.37) 


que é uma lei de conservação para o tensor P\ definido na eq. (5.27). 


A última componente da equaçao de Einstein 110 vácuo é R„ v = 0, que nos dá, pelo 


resultado da eq. (5.34), a equaçao 


Rpu 0 V00 e 2^^ \ 9 pv ^ g p g\p.g P v t 2S p iixpg) ■ 


(5.38) 


No entanto, buscamos uma equação que tenha a forma da equação de Einstein na presença 
de matéria em 4 dimensões. Para isso, precisamos do escalar de curvatura em 4 dimensões 
R. Para obtê-lo, vamos contrair a equação acima com a métrica 4D g pu . Como R = 
g pu Rpu, ficamos com 


R = 0 *n0 + |e0 2 (g ,lv gpv - 0 ^g^iipu - g pv g xp gxpg P v + \g pv g xp gx P 9p^j • (5.39) 


O terceiro termo dentro dos parênteses pode ser reescrito como g up g pu , com o procedimento 
desenvolvido na eq. (5. 16[) . A expressão fica então 


R = i> i ü0 - |e0 2 {g pv g pv 


+ irihu 


-0 1 g pu gpv 


+ \g pv g xp g\ P gpv) 


(5.40) 


Agora, pela equaçao de onda para 0 (eq. 
sem derivadas de 0 no espaço-tempo: 


(5.36)), podemos substituir D0 e escrever R 


R = — 700 2 [g xp gx p + \g xp g\ P - 0 Hg^gxp) 

+ |e0^ 2 (g pv g pu + g pv g,w - ^ l ^g tw g P u + \g pv g xp gx P g P ^j • (5.41) 

O primeiro termo da primeira linha e o primeiro termo da segunda linha são iguais a 
menos do sinal, então se cancelam. O terceiro termo da primeira linha e o terceiro da 
segunda linha também se cancelam. O segundo da primeira e o segundo da segunda linha 
somam-se em um só termo, e no fim obtemos a expressão 


(5.42) 
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Com equações para R^ u e R em maos, podemos obter uma equação para o tensor de 
Einstein G M1/ = R^ u — / 2 g llh ,R.. O resultado é 


G 


fiiy 


=0 

T 20 2 ^9nv 9 P 9\p9pv d - 2 9 P 9xp9pu 

- ('-/'“'fei + . 


(5.43) 


Vemos surgir um tensor de energia e momento efetivo, originado de derivadas em relação 
à 5 a coordenada da métrica 4D, ou de derivadas no espaço-tempo 4D do campo escalar 0 
ligada a componentes da métrica 5D. Levando em conta a constante de proporcionalidade 
na eq. 

definido como 


de Einstein com matéria (3.120), o tensor de energia e momento efetivo 20 v é 


87TG rr , e (.. 

c 4 0 + 20 2 ^ 


^9pu 


9 P 9\p9pv V P 9xp9pv 


1 

2 9p.v 



(5.44) 


Vemos que o primeiro termo, envolvendo derivadas de 0 no espaço-tempo 4D, assemelha- 
se a um dos termos do tensor de energia e momento obtido na teoria de Kaluza-Klein 
(eq. (4.87)). Evidentemente, os termos envolvendo o 4-potencial eletromagnético, que 
constituíam o tensor de energia e momento eletromagnético, não aparecem no tensor 
obtido pela teoria de Matéria Induzida, devido a escolha de um sistema de coordenadas 
onde ç/ 4 U = 0, possibilitada pela ausência da condição do cilindro. No entanto, vemos 
surgir diversos novos termos envolvendo derivadas de g a p e 0 em relação à 5 a coordenada. 
Na teoria de Kaluza-Klein esses termos haviam sido desprezados, mas, na ausência de 
compactihcação, o conteúdo de energia e momento descrito por esses termos deve ser 
considerado. 


Frente ao procedimento de tomar superfícies 4-dimensionais de um espaço de 5 di¬ 
mensões sem energia e momento, esse é o tensor de energia e momento resultante em 4 
dimensões: a energia e o momento do espaço-tempo 4D é induzido pela forma da mé¬ 
trica em 5 dimensões. Trocando o sistema de coordenadas para algum tal que g^ 0 0, 
apareciam termos envolvendo um 4-potencial genérico A M (não necessariamente eletro¬ 
magnético) na expressão do tensor de energia e momento. No entanto, esse tensor de 
energia e momento efetivo pode ser usado para descrever diversas distribuições de maté¬ 
ria e radiação relevantes, escolhendo a métrica 5-dimensional ç/ab que resulte no tensor 
de energia e momento desejado, junto com a métrica 4-dimensional do modelo almejado. 

Um modelo explorado por Wesson é a métrica esfericamente simétrica em 5 dimensões 

p. 34] . Calculando o tensor de energia e momento efetivo, Wesson obtém o tensor 
que descreve um fluido perfeito com densidade de energia p e pressão p. O resultado é 
separado em 4 tipos diferentes de constituintes: radiação (p = p/Sc), poeira (p = 0), 
vácuo (p = —p/c) e matéria rígida (p = p/c). Em especial, quando a condição do cilindro 
é tomada novamente, a radiação é o único constituinte remanescente. O resultado vai ao 
encontro da teoria de Kaluza-Klein, onde o tensor de energia e momento efetivo é o do 
próprio campo eletromagnético, um campo de radiação. 
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5.3 Interpretação da 5 a coordenada e a geodésica 


Uma partícula no espaço 5D, assim como na teoria de Kaluza-Klein, tem como velocidade 
v 1 ' aquela que satisfaz a equação geodésica 


dü A 

df 


+ t A BC ü A ü B = 0. 


Definindo f3 = dr/dr, u x = dx x /d r e cu = dád/dr, como antes, temos 

„2 j ~2 _ „2 i 2 , 2 , .2 i 2 


c z df z = c dr + e-0 cu dr , 


de onde tiramos 


P — ( 1 + e 


^ 2 cu 2A “ 1/2 


(5.45) 


(5.46) 


(5.47) 


Invertendo a equaçao, elevando-a ao quadrado, e derivando em relaçao a r, temos 

1 d/3 2e / 2 deu d^ 2 \ , , 

-iPTr = ? U “dí + ' (5 ' 48) 


Como no caso de Kaluza-Klein, ü M M e ü A = f3oo, portanto valem as equações (4.100) e 


(4.101). A prescrição para encontrar a equaçao de movimento de uma partícula no espaço- 


tempo 4D em termos apenas das componentes da conexão é substituir a eq. (4.101) na 


eq. (5.48), isolar o termo d/3/dr e inseri-lo na eq. (4.100). 

No entanto, Wesson dá à 5 a coordenada x 4 = y uma interpretação que simplifica a 
equação de movimento, e elucida a natureza do espaço-tempo 5D sobre o qual a teoria 
é construída. Ao observar, entre outras coisas, que os modelos cosmológicos podem ser 
modelados como hipersuperfícies de y = constante, ele conclui que uma boa escolha do 
sistema de coordenadas é aquele tal que cu = dy/dr = 0. 

A essa escolha segue-se o questionamento sobre a que, fisicamente, corresponde a coor¬ 
denada y. Sua interpretação, observando o caráter pelo qual a dimensão extra manifesta-se 
na equação de Einstein - como um tensor de energia e momento -, e tendo em vista que 
a massa de repouso de uma partícula é constante, é que a coordenada y corresponda 
à massa de uma partícula localizada em (x^,y). Como outro argumento, Wesson toma 
como motivação o fato de uma métrica que não dependa de y resulte em um tensor de 
energia e momento de radiação [3 P- 48], 

Tomando y como a massa m de uma partícula, normalizando através das constantes 
fundamentais Gec: 


Gm 


y = 


(5.49) 


podemos assumir que cu = 0, pois tomamos sua massa como constante. Assim, pela eq. 


(5.48), temos d/3/dr. Portanto, na eq. de movimento (4.100), restam apenas a derivada 
da 4-velocidade, e o termo com um produto de duas componentes da 4-velocidade. A 
equação fica 


dw A 

dr 


+ r>v = o, 


(5.50) 
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ou seja, se reduz à equaçao de movimento usual em 4 dimensões. 


Generalizando, podemos considerar uma massa não constante, o que nos leva a obter, 
a partir da 5 a componente da geodésica (eq. (5.45)), uma equação que rege a variação da 
massa. Com oj = (G/c 2 )dm/dr, a equação fica 


^ 2 “T“ + = 0. (5.51) 

dr dr 

A equação envolve as componentes da conexão (derivadas da métrica 4D e do campo 
escalar), componentes da 4-velocidade u x , e a própria 5 a componente u> da 5-velocidade. 
Ou seja, a métrica do espaço-tempo 5D pode também prever uma variação de massa, 
dentro dessa interpretação da 5 a coordenada. 

O espaço 5-dimensional da Teoria de Matéria Induzida pode portanto ser chamado de 
“espaço-tempo-matéria”, como sugerido por Wesson. A generalidade da teoria passa a per¬ 
mitir que coordenadas de espaço-tempo 4-dimensional e quantidades de massa misturem- 
se em sistemas de coordenadas arbitrários. Portanto, para cada métrica 4-dimensional 
em conjunto com um tensor de energia e momento que se queira modelar através de uma 
métrica 5-dimensional, há um limite de possíveis sistemas de coordenadas sobre os quais 
é possível descrever o modelo. 

O ponto levantado por Wesson, de que matéria pode ser descrita em termos geomé¬ 
tricos, é de fato sustentado por sua teoria, ainda que aspectos de covariância, i.e. troca 
geral de coordenadas e suas consequência físicas, ainda mereçam ser explorados com de¬ 
talhe. Em suma, a Teoria da Matéria Induzida demonstra que é possível reformular 
a Relatividade Geral de forma a ter como objeto da teoria apenas a métrica de um es¬ 
paço extra-dimensional - contendo toda informação necessária -, e não mais um tensor de 
energia e momento separado da métrica do espaço-tempo 4D. Devido a essa possibilidade, 
podemos satisfatoriamente interpretar as variáveis dinâmicas da física, i.e. massa, energia 
e momento, como efeitos geométricos de um espaço-tempo-matéria mais fundamental. 
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Capítulo 6 
Conclusões 


A beleza da teoria da Relatividade Geral está em descrever a gravitação, uma força que 
sempre foi um dos pilares do conhecimento físico, através da geometria, uma das bases do 
pensamento analítico. Einstein não via a geometria simplesmente como matemática. Em 
sua aula Geometria e Experiência na Academia de Ciências da Prússia, em 1921, afirmou: 

“Geometry thus completed is evidently a natural Science; we may in fact regard 
it as the most ancient branch of physics. Its affirmations rest essentially on 
induction from experience, but not on logical inferences only.” 

O objeto sobre o qual Einstein tratou de explorar a geometria é o espaço-tempo. Essa 
estrutura que surgiu primeiramente da natureza matemática das leis de transformação 
das equações de Maxwell, implicou em uma profunda modificação na maneira como os 
físicos enxergam o universo - pois teve sua existência como uma entidade realmente física 
continuamente confirmada por experimentos. 

A motivação teórica de estudar um objeto análogo ao espaço-tempo, porém com di- 
mensionalidade diferente, surgiu da possibilidade de investigar a física que é sugerida no 
formalismo da Relatividade Geral. Einstein introduziu um modus operandi para conectar 
a física e a geometria. 

A extensão da Relatividade Geral proposta por Kaluza e revisada por Klein seguiu 
os passos de Einstein e propôs uma nova unificação, com o eletromagnetismo. Porém, 
a unificação que a Relatividade Especial havia proporcionado, entre espaço e tempo, 
trouxera uma simplificação às leis da física. A teoria de Kaluza-Klein fez pouco mais do 
que reproduzir, em um único formalismo, resultados já conhecidos, sem resolver problemas 
físicos em aberto. 

A Teoria da Matéria Induzida, no entanto, trouxe mais otimismo aos entusiastas de 
uma unificação geométrica. O tensor de energia e momento efetivo obtido na teoria 
levou-nos a concluir que toda matéria pode ser vista, sim, como propriedade geométrica 
do espaço: um espaço mais geral do que o espaço-tempo da Relatividade Geral. 

Em última análise, somos motivados a pensar que toda a física pode ser explicada com 
a descrição geométrica de um único espaço, do qual apenas parte manifesta-se para nós 
como o espaço-tempo. Mesmo o tempo e o espaço, cujas naturezas são completamente 
distintas nas escalas naturais do ser humano, provaram-se constituintes de uma única 
estrutura. Se há a possibilidade matemática da unificação de outras entidades físicas com 
o espaço-tempo, e observações não virem a descartar essa formulação única, ela pode 
ser considerada - e deve, se a unificação trouxer simplificação de modelos e praticidade 
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matemática. Teorias desenvolvidas com a visão puramente geométrica das quantidades 
físicas podem trazer nova luz à compreensão da natureza do espaço-tempo. 
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